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Изучение различных разделов физики базируется на понимании базовых законов, лежащих в основе этих направлений физики, и их взаимной связи. За-
коны содержат множество следствий более частного характе-
ра, описывающих конкретные физические явления. Их изуче-
ние связано с умением практического использования основных 
положений теории, их применением к конкретным физиче-
ским явлениям. Научиться этому можно лишь решая задачи, 
условия которых в той или иной степени моделируют реальную 
картину процессов и явлений. В данном пособии авторы стре-
мились показать, как практически применять основные физи-
ческие законы при помощи описания различных ситуаций как 
реальных, так и модельных. Все задачи в пособии сопровожда-




1. Основные законы механики
1.1. Кинематические представления механики
Задача 1.1. Частица движется вдоль оси х так, что ее скорость 
зависит от времени по закону x t t= -( )b a1 , где α и β — поло-
жительные постоянные. Найти:
а) зависимость от времени скорости и ускорения частицы;
б) путь S, пройденный частицей за время, в течение кото-
рого она вернется в исходное положение.
































Как следует из полученных соотношений, мы имеем равно-
замедленное движение с начальной скоростью v x0 = b . Время 
t1 , затраченное частицей при ее движении до остановки, най-


















Путь s1, пройденный частицей при этом, легко опре- 
делить:
 s t t1 1 11 4
= -( ) =b a b
a
.  
Затем частица начинает двигаться в обратном направлении 
и проходит то же самое расстояние. Таким образом, пройден-
ный путь s





Отметим, что время, в течение которого частица вернется 
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Задача 1.2. Скорость частицы, движущейся в направлении 
оси х, описывается формулой v x= a , где α — положительная 
постоянная. В начальный момент времени частица имеет ко-
ординату x0 0= . Найти:
а) скорость и ускорение частицы как функции времени;
б) среднюю скорость частицы на начальном участке ее тра-
ектории длиной s.
































































= ,  
и тогда 






Задача 1.3. Ускорение, с которым вагон метро движется 
от станции А до станции В, изменяется по закону a b cx= - , 
где x — расстояние от станции А, b и с — положительные посто-
янные. Найти расстояние между станциями. Чему равна мак-
симальная скорость вагона?









v= = = ,  
и тогда 
 vdv b cx dx= -( ) .  
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1.1. Кинематические представления механики
Проинтегрируем это выражение 
 














 v b cx x= -( )2 .  
На станциях вагон останавливается, и его скорость равна 
нулю. Из полученного выражения следует, что v = 0  при x = 0  





































 v b cx x b
c
m m m= -( ) =2 .  
Впрочем, к этому результату можно было прийти проще — 
ясно, что максимальная скорость вагона будет в точке, нахо-
дящейся на половине пути между станциями, то есть x sm = / 2 .
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1. Основные законы механики
Задача 1.4. Положение точки на плоскости определяется ра-
диус-вектором r, зависящим от времени по закону r = αti + βt 2j 
(α и β — постоянные). Определить:
а) скорость и ускорение точки как функции времени;
б) уравнение ее траектории у (х);
в) угол φ, образованный векторами v и a, как функцию вре-
мени.
Решение. Общая формула для радиус-вектора r имеет вид 
 r i j= +x y ,  
а это означает, что 
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2 2v i j + = +























          
    a j                a a ax y= + =
2 2 2b.
 














Вид этой зависимости изо-
бражен на рис. 1.1, из которого 
видно, что угол φ, образованный 
векторами v и a, легко опреде-


















Задача 1.5. Траектория тела, брошенного в поле тяжести Зем-
ли, описывается уравнением y x x= -a b 2  (α и β — постоянные). 
Найти начальную скорость v0 тела.
Решение. Ускорение свободного падения направлено вниз, 
поэтому движение тела в горизонтальном направлении проис-
ходит с постоянной скоростью vx , и x v tx= . Тогда 
 y v t tx= -a ba2 2.  
Вертикальная составляющая скорости 
 v dy
dt
v v ty x x= = -a b2
2 ,  
и в момент броска (t = 0) v vy x= a .
Таким образом, 
 v vx0 21= +a .  































Задача 1.6. Аэростат поднимается вверх с постоянной ско-
ростью подъема v0 . Под влиянием ветра у него появляется го-
ризонтальная составляющая скорости vx , меняющаяся с высо-
той y по закону v yx = a  (y — постоянная). Найти:
а) величину горизонтального сноса аэростата x(y);
б) зависимость ускорения аэростата (а также тангенциаль-
ной и нормальной составляющих) от его высоты.
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и тогда 
 a a a vx y= + =2 2 0a .  
Модуль скорости аэростата 
 v v v v tx y= + = ( ) +2 2 0
2
1a ,  































Учитывая, что a a an2 2 2= +t ,  вычислим нормальную составля-
ющую ускорения 





















Задача 1.7. Положение точки на плоскости определяется ра-
диус-вектором r m n= +sin cosw wt t . Вектора m и n взаимно пер-
пендикулярны и направлены вдоль осей x и y. Найти ускорение 
точки и уравнение ее движения в этой плоскости.
Решение. Ускорение точки найдем по формуле 





2 2w w w wsin cos .  
Направление вектора a противоположно направлению ради-
ус-вектора в каждой точке — это поле центральных сил.
Радиус-вектор имеет проекции на оси, равные 
 x m t n t= =sin , cos ,w w       y   
поэтому 
 






































































Это уравнение эллипса, оси которого совпадают с осями ко-
ординат.
Задача 1.8. Скорость частицы, движущейся по дуге окруж-
ности, увеличивается по закону v t= a , где a = 0 50 2, . м/с  Чему 
равно ее ускорение в тот момент времени, когда частица прой-
дет путь, равный п = 0,10 длины окружности?
Решение. При криволинейном движении ускорение части-
цы имеет две составляющие — тангенциальную и нормальную 
12
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и определяется соотношением a a an= +t




a= = .  
Нормальная составляющая a v rn = 2 , где r — радиус окруж-





































p a,  
и получим ответ:
 a n= + ( ) =a p1 4 0 82 2, . м/с  
Задача 1.9. При вращении диска вокруг закрепленной оси 
величина угла его поворота возрастает со временем по закону 
j b= t 2 , где β = 0,20 рад/с. В момент времени t = 2,5 с  скорость 
точек, находящихся на ободе диска, равна v = 0 65,  м/с . Чему 
равно полное ускорение этих точек?
Решение. Найдем угловые скорость и ускорение диска 





2 2, ,        
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и выразим тангенциальную составляющую at  полного ускорения 
 a r rt e b= = 2 .  
Нормальная составляющая полного ускорения 
 a r t rn = =w b2 2 24 .  
Таким образом, 
 a a a r tn= + = + ( )t b b2 2 2
2
2 1 2 .  



















t= + ( ) =1 2 0 72 2 2b , . м/с  
Задача 1.10. Пуля, двигаясь в стволе длиной l = 0 5,  м , совер-
шает внутри него п = 2,0 оборота и вылетает из ствола, имея ско-
рость v = 320 м/с . Чему равна угловая скорость вращения пули 
при вылете, если ее движение в стволе можно считать равноу-
скоренным?
Решение. При равноускоренном движении 
 l v t v t= =
2
,  




















,  рад/с.  
Задача 1.11. Вращение диска вокруг закрепленной оси про-
исходит по закону j = -at bt 3 , где a = 6 0,  рад/с , b = 2 0 3,  рад/с . 
Вычислить:
а) время вращения диска до остановки;
б) среднюю угловую скорость и среднее угловое ускорение 
в процессе вращения диска;
в) угловое ускорение диска в момент его остановки.
Решение. Угловая скорость вращения диска меняется со вре-
менем по закону 
 w j= = -d
dt
a bt3 2.  







За это время диск совершит поворот на угол 
 jост ост ост= -at bt 3 ,  










Вращение диска происходит с угловым ускорением, кото-
рое также зависит от времени:
 e w b= = -d
dt
t6 ,  
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и в момент остановки 
 e bост ост  рад/с= - = - = -6 2 3 12 2t ab .  
Угловое ускорение изменяется по линейному закону от нуля 
до eост , и поэтому 
 e
e
= = - = -ост  рад/с
2
3 6 2ab .  
Задача 1.12. Вращение диска вокруг закрепленной оси про-
исходит с угловым ускорением e a= t , где α = 2,0·10 2 рад/с 3. 
Найти момент времени τ, при 
котором вектор его полного 
ускорения образует с вектором 
скорости угол φ = 60 0.
Решение. Полное ускорение 
представляет собой векторную 
сумму тангенциального и нор-
мального ускорений и, как сле-







Тангенциальная составляющая полного ускорения a rt e=  — 
нормальная составляющая a rn = w2 . Поэтому 





Формулу для угловой скорости ω в момент времени τ полу-
чим, взяв интеграл 
 w e a at
t t





























Задача 1.13. Барабан, имеющий закрепленную ось, враща-
ется с угловой скоростью w0 . В момент времени t = 0  на него 
начинает действовать тормозящий момент, приводящий к по-
явлению углового ускорения e a w= - , где α — положительная 
постоянная. Найти время τ вращения барабана до остановки 
и его среднюю угловую скорость за это время.
Решение. Угловое ускорение связано с угловой скоростью 
соотношением 
 e w a w= = -d
dt
.  



































Барабан остановится, когда w = 0 , поэтому время t w a= 2 0 / .
За это время он совершит поворот на угол 
 
j w w a
w t
a wt a t
t t
= = -( ) =
= - +

















a wt a t w





Задача 1.14. Диск, имеющий закрепленную ось, вращает-
ся с угловой скоростью w w aj= -0 , где φ — величина угла по-
ворота, ω0 и α — положительные постоянные. Как изменяется 
со временем угол φ и угловая скорость вращения диска?
Решение. Угловая скорость связана с углом поворота 
 w j w aj= = -d
dt 0
.  





































Отметим, что аргумент логарифма — величина положитель-

























Действительно, при любом конечном значении t  неравен-
ство j w a 0 /  выполняется, и лишь при t ®Ґ  оно переходит 
в равенство j w a= 0 / .
Угловая скорость вращения диска меняется со временем 
по закону 
 w j a= = -( )d
dt
texp .  
Задача 1.15. При замедленном движении частицы по дуге 
окружности радиуса r, ее нормальная и тангенциальная состав-
ляющие ускорения одинаковы по модулю в каждый момент вре-
мени. Вычислить скорость частицы и модуль ее ускорения как 
функцию пройденного ею пути s, если начальная скорость ча-
стицы равна v0.
Решение. Нормальная составляющая ускорения a v rn = 2 , 









vt = = = .  













































Модуль ускорения найдем по формуле 
 
























Интересный вопрос: как долго будет двигаться частица и ка-
кой путь она пройдет до остановки? Ответ: моменту останов-
ки соответствует скорость v = 0 , а это соответствует бесконеч-
ному пути s ®Ґ( ) .
1.2. Динамические принципы механики
Задача 1.16. Два тела с соотношением масс m m1 2 2 3= =h /  
связаны нитью, перекинутой через блок (рис. 1.3). Найти на-
правление движения и модуль ускорения тел, если коэффици-
ент трения о плоскость m = 0 10, , угол a = 300 , и первоначально 















Решение. Для того чтобы выяснить направление движения 
тел, предположим, что сила трения, действующая на тело мас-
сы m2 , отсутствует. В этом случае уравнения движения этих тел 




1 1 1 1
2 2 2 2
a g T






Спроецируем их на оси x1  и x2  соответственно, учтем, что 
a a a1 2= =  и T T T1 2= = , и будем считать, что первое тело опу-
скается. Тогда 
 
m a m g T








Сложим эти уравнения и получим 
 
m m a m m g
a g
a g





+( ) = -( )












 м/с  0.
 
Мы видим, что первое тело действительно будет опускать-
ся, а второе — подниматься по наклонной плоскости, и поэто-
му действующая на него сила трения будет направлена так, как 
это изображено на рис. 1.3.
Величина этой силы равна F N mgтр = =m m acos , и уравнения 
движения тел принимают вид 
 
m a m g T




ў = - -
,
sin cos .a a
 
После несложных преобразований мы получим ответ 
 a g= - -
+
=





0 5 2 м/с  
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Отметим, что если 







, ,0 19  
то тела останутся в состоянии покоя за счет силы трения покоя, 
действующей на второе тело.
Задача 1.17. На доске массой m1  находится тело массой 
m2  (рис. 1.4). Под действием горизонтальной силы F t= a , 
a-( )const  доска с телом начинают движение по горизонталь-
ной поверхности. Найти зависимость от времени ускорений 
доски a1  и тела a2  в процессе 
движения, если коэффициент 
трения между ними равен μ. 
Трение между доской и по-
верхностью отсутствует.
Решение. Доска с нахо-
дящимся на ней телом бу-
дут двигаться как одно целое 
до тех пор, пока будет выполняться неравенство F F m gЈ =тр m 2 . 
При этом их ускорения равны: a a1 2= . Затем тело начнет скольз-
ить по доске, и его ускорение a2  будет меньше a1 .
Момент времени t0 , соответствующий началу скольжения 



















До этого момента уравнение движения доски с телом имеет вид 
 





















При t tі 0  уравнения движения для доски и тела принимают 
форму 
 





























Задача 1.18. Наклонная плоскость закреплена в точке 
О и имеет вертикальный упор А, позволяющий менять ее угол 
относительно горизонтали (рис. 1.5). Из точки А начинает 
скользить вниз шайба. Какому значению угла α соответствует 
минимальное время скольжения шайба до точки О? Значение 






Решение. Уравнение движения, записанное в проекции на ось 




































      
a
a a m a
Для того, чтобы найти минимальное время, это громоздкое 
выражение необходимо исследовать на экстремум. Проще, од-
нако, сделать это для знаменателя подкоренного выражения — 




a a m a
a a m a a a m a
cos sin cos
sin sin cos cos cos sin
,-( )





















Задача 1.19. Тело массы m
движется по горизонтальной 
поверхности с постоянной ско-
ростью под действием силы F , 
направленной под углом α к го-
ризонту (рис. 1.6). При каком 










Решение. По второму закону Ньютона 
 m ma g N F F= + + + тр .  























= = -( )

















Для того, чтобы найти минимальную силу, это выражение 
необходимо исследовать на экстремум. Проще, однако, сделать 























































Задача 1.20. К бруску массы m , лежащему на горизонталь-
ной поверхности, приложили силу F bt= , направленную гори-
зонтально ( b  — постоянная величина). На какое расстояние пе-
реместится брусок за время t ? Коэффициент трения равен m .
Решение. Брусок начнет движение не сразу, а лишь после того, 
как сила F превысит максимальное значение силы трения по-






















































































где t mg b0 =m .  
Задача 1.21. Автомобиль начинает движение по горизонталь-
ной круговой траектории радиуса R , имея постоянное танген-
циальное ускорение at. Коэффициент трения между колеса-
26
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ми и дорогой равен μ. Какое расстояние пройдет автомобиль 
до того, как начнется его скольжение по асфальту?
Решение. В процессе движения по круговой траектории ско-
рость автомобиля возрастает, и увеличивается его нормальное 
и полное ускорения. Ускорение обусловлено существовани-
ем силы трения, обеспечивающей сцепление колес с дорогой, 
и не нарушается до тех пор, пока сила трения не достигает сво-
его наибольшего значения, равного F mgтр =m . Поэтому макси-





тр= =m .  
С другой стороны, 
 





























































Скорость автомобиля изменяется по линейному закону 








и мы получаем ответ:

















Из него следует, что задача имеет смысл только тогда, когда 
сила сцепления колес с дорогой удовлетворяет условию a gt m .
Задача 1.22. Координата движущегося тела зависит от вре-
мени по закону x t t= -a b2 3 . В начальный момент времени 
t =( )0  на тело действует сила F Fx = 0 . Найти значение этой 
силы в моменты поворота тела и в момент его возвращения 
в исходную точку.


















а это значит, что на тело действует сила 










Согласно условию при t = 0  F Fx = 0 , поэтому F m0 2= a , и тогда 










Моменту поворота соответствует значение vx = 0 , следова-
















, .       
 
В первом случае F Fx = 0 , а во втором F Fx = - 0 .
Момент времени, когда тело вновь окажется в исходном по-






















Таким образом, значение силы в момент возвращения тела 
в исходную точку 
 F Fx = -2 0.  
Задача 1.23. Плоская траектория частицы массы m  описы-
вается уравнениями x A t= sinw , y B t= cosw . Найти направле-
ние и модуль действующей на нее силы.














= = = -
= = -
w w w w
w w
cos , sin ,
sin ,
      
     2  a B ty = - w w
2 cos ,
 
и определим вектор силы, действующей на частицу, 
 
F i j = =
i j = r
= +( ) - +( )
= - +( ) -
m a a m A t B t
m x y m







Она направлена к центру системы отсчета — называется цен-
тральной.
Ее модуль равен 
 F m r m x y= = +w w2 2 2 2 .  
Задача 1.24. На покоящееся тело массы m  в момент t = 0  на-
чинает действовать сила F F t= 0 cosw . Найти:
а) наибольшую скорость тела;
б) время до его первой остановки;
в) путь, пройденный телом.





t= = 0 cos ,w  
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0cos sin .w w  
Скорость обращается в нуль при w pt nn = , и его первая оста-































sin cos .  
Задача 1.25. На корабле, плывущем со скоростью v0 , отклю-
чили двигатель, и, вследствие вязкого трения, его скорость ста-
ла падать. Сила сопротивления, действующая на корабль, за-
висит от скорости по закону F rv= -  (r — постоянная). Найти 
скорость корабля как функцию времени и расстояние, прой-
денное им до остановки.













































ч0 exp .  
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Из этой формулы следует, что скорость корабля стремится 







































При t ®Ґ  s
mv
r
= 0 .  
Задача 1.26. Цепочка висит на нити так, что ее нижний ко-
нец касается поверхности стола. После перерезания нити она 
падает на стол. Какой импульс цепочка передает при этом сто-
лу? Длина цепочки l =1 40,  м , ее масса m =1 00.  кг.  
Решение. Выделим на цепочке ма-
лый элемент dx , который находится 
над столом на высоте x (рис. 1.7). Его 




= .  
Его скорость в момент падения 
на стол по закону равноускоренно-
го движения v gx= 2 , и поэтому им-
пульс dp , передаваемый столу этим 
элементом цепи, определится фор- 
мулой 
 dp dmv mdx
l
gx= = 2 .  
Таким образом, полный импульс, передаваемый цепочкой 






























,  кг м/с.
 
1.3. Работа и мощность
Задача 1.27. Цепочка, длиной l =1 5,  м,  лежит на столе так, 
что ее часть, имеющая длину hl , свешивается с края стола 
(рис. 1.8). При hі1 3  цепочка приходит в движение и соскаль-
зывает со стола. Чему при этом рав-
на работа сил трения? Масса цепоч-
ки m = 0 80,  кг.  
Решение. Для начала найдем ко-
эффициент трения цепочки о по-
верхность стола. При h=1 3  сила 
трения, действующая на участок 
цепи, находящийся на столе, урав-
новешивает силу тяжести, действу-







m mmg mg= =, .       
Выделим на цепочке малый элемент dx , который находится 
на расстоянии x  от края стола. Его масса dm mdx l= , и на него 
при движении действует сила трения dF dm mdx lтр = =m m / .  
Эта сила совершит работу 
 dA dF x mg
l






















1 1 3,  
Задача 1.28. Тело массы m  начинает движение по круговой 
траектории радиуса R . Нормальная составляющая его уско-
рения зависит от времени по закону a tn = a 2  (α — постоянная). 
Как меняется со временем суммарная мощность действующих 
на тело сил? Найти ее среднее значение в интервале времени 
от нуля до τ секунд?
Решение. Результирующую силу, действующую на тело, мож-
но представить в виде векторной суммы сил 
 F F + F= t n,  
где Ft  и Fn  — тангенциальная и нормальная составляющие этой 
силы, направленные по касательной к траектории и нормаль-
но к ней соответственно.
Мощность силы определяется формулой 




















Rt a= = .  
Таким образом, полная мощность 
 P ma v m Rt= =t a .  
Среднее значение мощности в интервале от нуля до τ секунд 
найдем легко — поскольку мощность меняется линейно, то 
33
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 P m R= 1
2
a t.  
Задача 1.29. Бруску, лежащему на горизонтальной поверхно-
сти, придали начальную скорость v0 1 50= ,  м/с.  Найдите сред-
нее значение средней мощности модуля силы трения? Масса 
бруска m =1 00,  кг , коэффициент трения m = 0 27, .  
Решение. Мощность модуля силы трения 
 P F v mg v mgv= = = =тр  Вт.m m
1
2
2 00 ,  
При расчетах мы учли, что скорость бруска убывает по ли-
нейному закону до нуля.
Задача 1.30. При движении тела массы т по горизонтальной 
поверхности его коэффициент трения увеличивается с ростом 
пройденного расстояния s по закону m a= s , где α — постоян-
ная величина. Определить наибольшее значение модуля мгно-
венной мощности силы трения, если начальная скорость тела 
была равна v0 .
Решение. Мощность модуля силы трения определяется фор-
мулой 
 P F v mgv mgsv= = =тр m a .  
В начале движения тела при s = 0 , а также в момент его ко-
нечной остановки v =( )0 , мощность равна нулю, и, следова-
тельно, в некотором промежуточном положении она прини-
мает максимальное значение.
Движение тела происходит с ускорением 
 a g gs= - = -m a .  















gs= -a ,  
и тогда 






















 v v gs= -02 2a ,  
и выражение для мощности принимает вид 
 P mgs v gs= -a a02 2.  












a a a a0
2 2 1 2
0
2 2 1 2
2
2 0,  
и, решая это уравнение, получим 
 s v g= 0 2a .  
Таким образом, наибольшее значение модуля мгновенной 
мощности силы трения будет равно 






1.4. Закон сохранения механической энергии
Задача 1.31. Скорость электропоезда массы т после нача-
ла его движения зависит от пройденного им пути s по закону 
s s= a , α — постоянная. Найти работу, совершенную всеми 
силами, действующими на электропоезд, за первые t секунд 
его движения.
Решение. Воспользуемся соотношением 
 v ds
dt
s= = a  
и преобразуем его к виду 
 ds
s
































и его кинетическая энергия, равная работе всех сил:





Задача 1.32. При движении частицы по круговой траектории ра-
диуса R  ее кинетическая энергия меняется по закону W sk = a 2 , 
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где s — путь, пройденный частицей, α — постоянная. Найти 
зависимость действующей на частицу силы от пройден- 
ного пути.
Решение. Полное ускорение силы, действующей на частицу, 
имеет тангенциальную и нормальную составляющие. Танген-
циальное ускорение обусловлено тангенциальной составляю-
щей силы Ft , работа которой меняет кинетическую энергию 
частицы:
 













Нормальная составляющая силы 



































Определим силу, действующую на частицу, по формуле 
 F F F s s Rn= + = + ( )t a2 2
2
2 1 .  
Задача 1.33. Две пружины, имеющие коэффициенты упру-
гости k1  и k2  соответственно, соединены последовательно. 
Пружины деформировали так, что их общая длина увеличилась 
на величину Dl . Найти работу внешней силы.
Решение. Силы упругости, возникающие при деформации 























, .      
 
Отсюда 













, .      
Работа внешней силы увеличивает энергию деформации пру-
жин, следовательно 










1 22 2 2
k k k k
k k
.  
Задача 1.34. К телу, находящемуся на поверхности Земли, 
приложена вертикальная сила, меняющаяся с высотой его подъ-
ема y  как F mg y= -( )2 1 a , a  0 . Найти потенциальную энер-
гию тела на первой половине его подъема, а также работу, со-
вершенную силой F .
Решение. Помимо силы F  на тело действует сила тяжести, 
и их равнодействующая равна F y mgS = -( )1 2a  (рис. 1.9). Ее 
проекция на ось y  остается положительной до тех пор, пока 
y Ј1 2/ a , и тело при этом движется ускоренно. Затем проекция 
этой силы становится отрицательной, и скорость тела умень-
шается до нуля в верхней точке ym  ее траектории.
Обратим внимание на то, что скорость тела в начале дви-
жения и в верхней точке равна нулю, а это значит, что при-
ращение кинетической энергии тела равно нулю, и, следо-
вательно, работа равнодействующей силы также обращается 
в нуль.
Работу этой силы можно определить графически как пло-
щадь под прямой на рис. 1.9 с учетом знака минус на участке 
от y1  до ym . Из этого рисунка видно, что точка y1  соответству-
38
1. Основные законы механики
ет половине максимальной высоты ym  подъема в этой точке 
FS = 0 .Таким образом, 










Для ответа на второй вопрос достаточно взять интеграл 
 A Fdy mg y dy mgy mg y mg
y y











Задача 1.35. Частица, находящаяся в центральном силовом 
поле, обладает потенциальной энергией W r a r b rp ( ) = -/ /2 , 
a b 0 0,   , r  — расстояние от силового центра. Найти поло-
жение равновесия частицы и наибольшую силу притяжения ча-
стицы к силовому центру.
Решение. График зависимости потенциальной энергии W rp ( )  
от r  (сплошная линия на рис. 1.10) имеет минимум при r r= 0 , 
что указывает на положение устойчивого равновесия в этой точ-













p ( ) =





























график которой изображен на рис. 1.10 пунктирной линией. Ее 
вид напоминает силу, с которой взаимодействуют между собой 
молекулы, включающую в себя как силу притяжения (она по-
ложительна), так и силу отталкивания, имеющую знак минус. 
Из рисунка 1.10 видно, что наибольшая сила притяжения к си-
ловому центру действует на частицу в точке r rm= , положение 






























Задача 1.36. Потенциальная энергия частицы при ее пло-
ском движении зависит от координат по закону W xyp = a ,  где 
α = 0,19 мДж/м 2. Ее скорость в точке с координатами (3,0 м, 
4,0 м) равна v1 = 3,0 м/с, а в точке, имеющей координаты (5,0 м, 
6,0 м), v2 = 4,0 м/с. Чему равна при этом работа, совершенная 
неконсервативными силами?
Решение. Работа, совершенная неконсервативными силами, 
изменяет полную механическую энергию частицы:
 


























ч = 6 мДж.
 
Задача 1.37. Тело находится на высоте Н на вершине гладко-
го спуска, имеющего в конце горизонтальный участок на вы-
соте h (рис. 1.11). При каком значении h тело упадет на макси-

























В момент отрыва скорость v тела направлена горизонталь-
но, и время его полета определится формулой 






, .       
Это означает, что тело упадет на землю на расстоянии 
 s vt h H h= = -( )2 .  




h H h H h
=








 h H s H= =
2
, .      
Задача 1.38. На легком стержне, имеющем вертикальную ось 
вращения (точка А на рис. 1.12), находится муфта массой т, 
прикрепленная пружинкой длиной l0 к этой точке. Стержень 
раскрутили до угловой скорости ω. Какую работу совершили 
внешние силы, если пружинка имеет жесткость k ? Трение от-
сутствует.
Решение. Поскольку массой стержня можно пренебречь, ра-
бота при раскручивании идет на увеличение кинетической энер-
42
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гии муфты и появление потенциальной энергии, возникающей 








В этом выражении v l= w  и Dl l l= - 0  (см. рис. 1.12).
Роль центростремительной 
силы, под действием которой про-
исходит вращение муфты, играет 
сила упругости, возникающая при 
деформации пружины:





































, .      
Таким образом, работа, соверша-














Задача 1.39. Две частицы массами m1  и m2  движутся в лабо-
раторной системе отсчета К вдоль оси х со скоростями v1  и v2
соответственно. С какой скоростью должна двигаться система 
отсчета ўK , в которой их кинетическая энергия примет мини-
мальное значение? Чему оно равно?
Решение. Воспользуемся классическим законом преобразо-










 v v V v v V1 1 2 2ў = - ў = -, ,        
где V  — скорость движения системы ўK .
Тогда кинетическая энергия Wk  частиц в этой системе от-
счета 
 W W W
m v V m v V











Для ответа на вопрос, поставленный в задаче, необходимо 
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Это и будет ответом на второй вопрос этой задачи.
Задача 1.40. Какую начальную скорость v2  необходимо со-
общить телу, находящемуся на поверхности, чтобы оно поки-
нуло земное поле тяготения?
Решение. Эту скорость, которая называется второй косми‑
ческой скоростью, мы найдем из следующих соображений. 
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На тело, находящееся в поле тяжести Земли, действует грави-
тационная сила 





где m  — масса тела, M = Ч2 1030  кг  — масса Земли, r  — рассто-
яние от тела до центра Земли, G = Ч Ч-6 67 10 11 2 2, / Н м кг  — гра-
витационная постоянная. Знак минус в этом выражении ука-
зывает на то, что она направлена к силовому центру, то есть 
противоположно радиус-вектору r, указывающему положе- 
ние тела.
Эта сила является центральной и связана с потенциальной 




p= - ,  
поэтому 





Cp = - = = - +т т 2 .  
Постоянную интегрирования C  легко определить из ус-
ловия W rp( ) = ®ҐҐ 0  при  . Тогда C = 0 , и потенциальная 
энергия тела вблизи поверхности Земли, имеющей радиус 
R = Ч6 4 106,  м/с , 
 W G mM
Rp1
= - .  
Для того, чтобы тело покинуло земное поле тяготения, его 
необходимо «вытащить» из потенциальной ямы, сообщив ему 
кинетическую энергию Wk  


























Она отличается от первой космической скорости 
v1
37 9 10= Ч,  м/с  в 2  раза.
1.5. Закон сохранения импульса
Задача 1.41. На рис. 1.13 изо-
бражена центробежная маши-
на, к вертикальной оси которой 
при помощи нити прикреплена 
замкнутая цепочка A . При вра-
щении оси с угловой скоростью 
w = 35 рад/с  нить образует с вер-
тикалью угол J = 450 . Найдите 
силу натяжения T  нити. На ка-
ком расстоянии rC  от оси вра-
щения находится центр масс 
цепочки? Масса цепочки рав-
на 0,36 кг.
Решение. На цепочку действуют две силы — тяжести и на-
тяжения нити (рис. 1.14). Ее вращение происходит в горизон-
тальной плоскости, а это говорит о том, что вертикальная со-
























Движение цепочки по окружности про-
исходит под действием центростремитель-
ной силы, приложенной к ее центру масс. 
Роль этой силы выполняет горизонтальная 


















Задача 1.42. Человек массы т находится на неподвижной 
лодке, имеющей массу М. После того, как он перешел по ней 
на новое место, находящееся на расстоянии l1  от первоначаль-
ного, лодка совершила перемещение l2  относительно воды. 
Чему оно равно?











где v1  и v2  — скорости движения человека и лодки относитель-
но берега в процессе движения человека. По закону сложения 





















































Задача 1.43. Пушка, находящаяся на гладкой наклонной 
плоскости, образующей с горизонтом угол α, начинает свобод-
но скользить вниз. После того, как она прошла путь l , из нее 
произвели выстрел. Снаряд вылетел горизонтально с импуль-
сом р. Пушка при этом остановилась. Найти длительность t  
выстрела, считая, что масса снаряда много меньше массы 
пушки.
Решение. На пушку действуют две внешние силы — тяжести 




























Спроецируем эти вектора на ось, параллельную наклонной 
плоскости 













В этом выражении мы не знаем импульс p0 , который имела 
пушка перед выстрелом, но его легко найти, используя извест-









в которой v a g0 0= =, sin   a .
Тогда 
 p Mv M gl0 2= = sin ,a  












Задача 1.44. Две частицы массами т1 и т2 находятся на глад-
кой горизонтальной плоскости и соединены нерастяжимой 
нитью длиной l . Первоначально первая частица покоится, 
а вторая имеет скорость v, направленную перпендикулярно 
нити. Чему равна сила натяжения нити?
Решение. Мы имеем замкнутую систему, имеющую импульс 















Эту кинетическую энергию можно представить в виде сум-
мы двух слагаемых — кинетической энергии Wkў  частиц в си-
стеме их центра масс (в С-системе) и кинетической энергии по-










В этом выражении VC  — скорость движения центра масс си-
стемы 












































1 22 m m+( )
.
  (1.1) 
В системе центра масс суммарный им-
пульс частиц равен нулю — они враща-
ются относительно этого центра (точка С 
на рис. 1.15) со скоростями v1ў  и v2ў .
Положение этой точки определяется со-
отношениями 
m r m r
r r l























, .       
Кинетическая энергия частиц в С-системе 
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  (1.2) 










Интересующую нас силу натяжения определим по формуле 











w w .  
Задача 1.45. Цепочка массы m =1 кг , имеющая длину 
l =1 4,  м , висит на нити, касаясь своим нижним концом по-
верхности стола (рис. 1.16). После перереза-
ния нити цепочка упала на стол. Чему равен 
импульс, переданный цепочкой столу?
Решение. Представим цепочку в виде мно-
жества малых элементов, имеющих размер dh , 
и выберем один из них, находящийся на высо-
те h над поверхностью стола. Его массу легко 













Этот элемент цепи падает на поверхность стола со скоро-














2, .       
Импульс dp , передаваемый этим элементом столу, 
 dp dmv m
l
ghdh= = 2  


















Задача 1.46. При столкновении двух частиц, двигавшихся 
со скоростями v i j v i j1 22 3 4 5= + =  и    , образовалась состав-
ная частица. Определить ее скорость, если соотношение масс 
частиц равно h= =m m2 1 2 0, .  
Решение. Используя закон сохранения импульса, найдем век-
тор скорости составной частицы 
 
m m m m
m m
m m
1 1 2 2 1 2
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Модуль скорости составной частицы определим по фор-
муле 





4 м/с.  
Задача 1.47. Брус массы М подвешен на стропах длиной 
l  так, как это показано на рис. 1.17. При попадании в него пули 
массы т, стропы отклоняются от вертикали на угол q.  Найти 
скорость пули v ? Какая часть ее кинетической энергии (в про-








Решение. Предположим, что скорость пули до попадания 
в брус равна v . Скорость u  бруса с попавшей в него пулей най-
дем, используя закон сохранения импульса:
 










Кинетическая энергия, которую приобрел при этом брус, 





























Нам осталось найти h  
 h l l l= - =cos sinq q2
2
2  









Тепло, выделившееся при попадании пули, равно убыли ее 
кинетической энергии 
 DW W W mv
M m u





































Необходимо отметить: по условию задачи мы имеем брус, 
подвешенный на двух стропах. А почему бы не взять просто 
тело, висящее на одной нити? В нашем случае движение бру-
са поступательное, а, другом — оно будет вращательным. Там 
другие законы.
Задача 1.48. На гладкую плоскость положили преграду в виде 
горки с гладкими поверхностями, имеющую высоту h  и массу 
M  (рис. 1.18). В направлении преграды запускают небольшой 
диск массы m . Чему равна минимальная скорость, при кото-
рой диск преодолеет эту преграду?
M h m v 
Рис. 1.18 
Решение. При решении подобных задач часто забывают о том, 
что при попадании диска на преграду она тоже начнет двигать-
ся с некоторой скоростью, и скорость диска на вершине горки 
должна быть больше (или в пределе — равна) скорости прегра-
ды относительно плоскости.
Рассмотрим эту ситуацию в системе центра масс этих тел 
(в С-системе отсчета), которая движется относительно лабо-















Эта скорость остается неизменной, вследствие выполнения 
закона сохранения импульса.
В С-системе импульс диска 
 p mv m v V Mv
M mC1
ў = ў = -( ) =
+
.  
Система центра масс обладает полезным свойством: сум-
марный импульс тел в С-системе равен нулю. Поэтому импульс 
преграды p p2 1ў = - ў .
До столкновения эти тела обладали в С-системе кинетиче-



































После того, как диск оказался на вершине горки и там оста-
новился (предельный случай!), кинетическая энергия тел 
в С -системе обратилась в нуль — тела образуют единое целое 
и покоятся в системе их центра масс. Но у диска появилась по-





























Задача 1.49. Частица массы m1  налетает на покоившийся 
атом массы m2 . В результате неупругого столкновения они раз-
летаются под углом q друг к другу (рис. 1.19), имея кинетиче-
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ские энергии Wk1  и Wk 2 . При этом атом переходит в возбуж-
денное состояние. Найти энергию этого состояния Wвозб , 
а также пороговую энергию Wпор , которой должна обладать ча-





Решение. По закону сохранения импульса 
 p p p01 1 2= + ,  
где p01  — импульс частицы до столкновения, p1  и p2  — импуль-
сы частицы и атома после столкновения.
В скалярной форме это равенство принимает вид 
 p p p p p012 12 22 1 22= + + cos .q  
Воспользуемся связью импульса и кинетической энергии 
p mWk
2 2= , и перепишем его в виде 
 2 2 2 21 0 1 1 2 2 1 2 1 2mW mW m W m m W Wk k k k k= + + cos ,q  
или 











1 2= + + cos .q  
Энергетический баланс в этом столкновении 




























1 21 cos .q
 
Для того чтобы найти пороговую энергию Wпор , которой 
должна обладать частица для того, чтобы этот процесс был воз-
можен, воспользуемся результатами, полученными в предыду-
щей задаче. Суммарная кинетическая энергия частицы и атома 










































































Порог этой реакции определяется соотношением W Wkў = возб , 
поэтому 











Задача 1.50. Частица с кине-
тической энергией Wk 0  налетает 
на гантель, образованную двумя 
упруго связанными частицами та-
кой же массы (рис. 1.20). В резуль-
тате столкновения частица отска-
кивает в противоположном направлении, имея кинетическую 
энергию Wk . Найти энергию возникших колебаний частиц, об-
разующих гантель?





Решение. Согласно закону сохранения импульса 
 p p pC0 = - + ,  
или 
 p p pC = +0 ,  
где p0  и p  — импульсы налетающей частицы до и после стол-
кновения, pC  — импульс центра масс частиц, образующих ган-
тель.
С точки зрения закона сохранения энергии 
 W W W Wk k kC0 = + + кол,  
или 
 W W W Wk k kCкол = - -0 .  
Используем связь импульса и кинетической энергии, и пе-



















































= - -( ).
 
Задача 1.51. Нейтрон, имеющий 
импульс p0 , упруго рассеялся под 
углом q  к первоначальному направ-
лению его движения на покоившем-
ся атоме массы m  (рис. 1.21). Най-









Решение. По закону сохранения импульса 
 









или в скалярном виде 
 p p p p pат2 02 2 02= + - cos ,q   (1.3) 
где pат  — импульс, приобретенный атомом в результате стол-
кновения.







































2 2-( )p .
 











































































Масса протона меньше массы любого атома, поэтому физи-
ческий смысл имеет только решение со знаком плюс, посколь-
ку речь идет о модуле импульса нейтрона.
Задача 1.52. Частица массы т испытала столкновение с по-
коившимся атомом массы М, в результате которого она откло-
нилась на угол 900  относительно первоначального направления 
своего движения. Как изменилась (в процентах) кинетическая 
энергия системы, если М/м = 5?















1 ,  
где Wk 0  — кинетическая энергия налетающей частицы, 
W W Wk k k= +1 2  — энергия системы после столкновения.
Из закона сохранения импульса следует, что 
 p = p + p01 1 2.  
Из векторной диаграммы, изобра-





































Задача 1.53. На гладкой поверхности находятся три одина-








кивается одновременно с дисками 2 и 3, расстояние между цен-
трами которых составляет ηd (d — диаметр диска). Найти 
скорость v1  первого диска после столкновения.
Решение. По закону сохранения импульса 
 p = p + p + p01 1 2 3,  
или в проекциях на ось x  
 p p p01 1 22= + cos ,a  
 p p p01 1 22- = cos .a   (1.4) 
Поскольку удар упругий, выполняется закон сохранения 
энергии 
















= + ,  
 p p p p p01 1 01 1 222-( ) +( ) = .   (1.5) 
Разделим равенство (1.5) на равенство (1.4):





 p p p2 01 1= +( )cos .a  
Подставим это выражение в уравнение (1.4) 
 p p p p01 1 01 1 22- = +( )cos ,a  
и после преобразований получим 
















Из рис. 1.23 видно, что 














































Из полученного выражения следует, что если h 2 , то пер-
вый диск в результате столкновения изменит направление свое-
го движения на противоположное. При условии h= 2 он оста-
новится. И, наконец, при выполнении неравенства 2 2 h  
он продолжит движение в том же направлении. Появление до-
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полнительного условия h 2  понятно — если h 2 , то первый 
диск просто пролетит между дисками 2 и 3.
1.6. Закон сохранения момента импульса
Задача 1.54. Момент импульса L тела относительно систе-
мы отсчета с центром в точке О меняется со временем по закону 
L a b= + t 2 , где a и b — взаимно перпендикулярные вектора. Чему 
будет равен момент М силы, дей-
ствующей на тело в момент вре-
мени, когда угол между вектора-
ми L и М станет равным 45 0?
Решение. Направим оси х 
и у системы координат по направ-
лениям векторов а и b (рис. 1.24). 
Воспользуемся уравнением дви-
жения для момента импульса 
M dL = b=
dt
t2 .  
Как видно из рис. 1.24, угол α между векторами L и М будет 
равным 45 0 при условии L Ly x= :
 










     




или по модулю 












Задача 1.55. Шарик массы т вращается по окружности 
на нити длиной l, прикрепленной к опоре в точке О (рис. 1.25). 
Чему равно изменение его момента импульса относительно этой 
точки за время, равное половине периода вращения шарика, 
если его угловая скорость ω? Найти положение точки, относи-
















Решение. В момент времени, когда скорость шарика направ-
лена перпендикулярно плоскости чертежа, вектор момента им-
пульса L лежит в этой плоскости (см. рис. 1.25). Модуль этого 
вектора относительно точки О
 L mvl m Rl m l= = =w w a2 sin .  
При вращении шарика конец этого вектора также описывает 
окружность, и модуль его приращения ΔL за половину периода 
 DL L m l= =2 22cos sin .a w a   (1.6) 
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Для того чтобы найти угол, который образует нить с верти-
калью при вращении шарика, учтем, что центростремительную 
силу, под действием которой происходит это вращение, мож-
































 DL m l mgl g
l












sin cos .  
Для ответа на второй вопрос обратимся к равенству (1.6): 
DL = 0 , если sin 2 0a = , то есть a p= 2 . Этому углу соответству-
ет точка ўO .
Задача 1.56. На гладкой горизонтальной плоскости движется 
прикрепленное к нити тело массы т (рис. 1.26). Второй конец 
нити продернут сквозь отверстие О, через которое нить втяги-
вают с постоянной скоростью, прилагая силу F . Найти зависи-
мость модуля этой силы от расстояния r , если при r r= 0  угло-









Решение. Действующая на тело сила натяжения F  — цен-
тральная, а это означает, что при движении тела сохраняется 
его момент импульса L :
 
L L
























       
Сила F играет роль центростремительной силы, модуль ко-
торой равен 
 F m r m
r
r





Задача 1.57. Потенциальная энергия частицы в центральном 
поле зависит от ее расстояния r  до силового центра по закону 
W krp =
2 , где k  — положительная постоянная. Движение ча-
стицы происходит по замкнутой траектории, при этом мини-
мальное расстояние между частицей и силовым центром равно 
r1 , а ее скорость на максимальном удалении от силового цен-
тра v2 . Чему равна масса частицы?
Решение. Для частицы в центральном поле выполняется за-
кон сохранения момента импульса 
 
L L
m v r m v r
1 2




  (1.7) 
и закон сохранения механической энергии 
 


















  (1.8) 
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Задача 1.58. Одна из планет А Солнечной системы вращается 
вокруг Солнца по эллиптической орбите так, что на расстоянии 
r0  от Солнца ее скорость v0  
образует с вектором r0  угол j  
(рис. 1.27). Чему равно мак-
симальное и минимальное 
расстояние между Солнцем 
и планетой?
Решение. В центральном 
поле момент импульса пла-
неты остается неизменным, 
поэтому 
 mr v mr vm0 0 090sin sin ,j =   (1.9) 
где m — масса планеты, rm  — максимальное (либо мини-
мальное) расстояние между Солнцем и планетой. При 
этом r vm ^ .


















- = - ,   (1.10) 
где M — масса Солнца, G — гравитационная постоянная.









и тогда уравнение (1.10) можно привести к виду 















ч - + =sin .j  
Введем параметр a = r v GM0 02  и тогда это квадратное урав-
нение примет вид 
 2 2 02 0 02 2-( ) - + =a a jr r r rm m sin .  




± - -( )( )0 22 1 1 2a a a jsin ,  
один из которых (со знаком плюс) дает максимальное, а вто-
рой — минимальное расстояние от Солнца до планеты.
В заключение отметим, что введенный нами параметр a  вы-
бран неслучайно. Движение планеты в поле тяготения Солнца 
является финитным, то есть происходит в ограниченной обла-
сти пространства — там, где ее кинетическая энергия меньше 
модуля потенциальной энергии планеты. В противном случае 







2  , ,            2.a  
Задача 1.59. На горизонтальной плоскости закреплен ци-
линдр, ось С которого направлена вертикально. К его поверх-
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ности в точке О прикреплена 
нить, на другом конце кото-
рой находится небольшой 
диск А массой т = 50 г, ко-
торому сообщили скорость 
v = 5 0,  м/с  (рис. 1.28). Чему 
равен момент импульса дис-
ка относительно точки С по-
сле разрыва нити, который наступает при значении силы натя-
жения Fm = 26 Н. Трение отсутствует.
Решение. Сила натяжения, действующая на диск, направле-
на к точке О и не является центральной, поэтому его момент 
импульса относительно точки С будет изменяться в процессе 
движения:
 L mvr mvr mvl= = =sin cos .a b  
С другой стороны, работа этой силы равна нулю, посколь-
ку в любой момент сила натяжения перпендикулярна скорости 
диска, а это значит, что модуль скорости диска не меняется. При 







 L m v
Fm
= = Ч Ч-
2 3
2 21 2 10, / кг м с.  
Отметим, что после разрыва нити диск движется свободно, 
и его момент импульса остается неизменным.
Задача 1.60. Частица массы т, двигаясь со скоростью v, упру-














а) точки, относительно ко-
торых момент импульса 
частицы не изменяется 
в результате столкнове-
ния со стенкой;
б) изменение момента им-
пульса частицы относи-
тельно точки Оʹ, нахо-
дящейся на расстоянии l 
от точки О.
Решение. Свободное движе-
ние частицы нарушается лишь 
в момент удара о стенку, ког-
да на нее действует сила ре-
акции опоры N. Момент этой силы равен нулю относитель-
но точек, лежащих на нормали к стенке, проведенной в точке 
столкновения О. Таким образом, момент импульса частицы от-
носительно любой из этих точек не будет меняться при ударе 
о стенку.
Положение частицы относительно точки О до и после стол-
кновения определим векторами R1 и R2, и импульсами — р1 и р2. 
Моменты импульса будут равны соответственно 
 L = R ,p L = R ,p1 1 1 2 2 2[ ] [ ], .      
Поскольку момент импульса относительно точки O  остает-
ся неизменным, то 
 L = L R ,p = R ,p1 2 1 1 2 2, .     [ ] [ ]  
Положение точки O  относительно точки ўO  определяется 
вектором l  (рис. 1.29), и поэтому положение частицы относи-
тельно точки ўO  до и после столкновения будет определяться 
векторами 
















Значение импульсов частиц при этом не изменится.
Изменение момента импульса частицы относительно 
точки Оʹ 
 D Dў = ў - ў = [ ]-[ ] [ ]L L L r ,p r ,p = l, p2 1 2 2 1 1 ,  
где Dp p p= -2 1 , причем согласно вто-
рому закону Ньютона направление 
этого вектора совпадает с направле-
нием вектора N.
Как следует из рис. 1.30, 
Dp p mv= =2 21 sin sin .a a  
Таким образом, 
 D Dў = =L l p mvlsin sin .90 20 a  
Задача 1.61. Небольшое тело привязано к нити длиной l, дру-
гой конец нити прикреплен к точке подвеса О. Тело отклонили 
на угол θ от вертикали и сообщили ему скорость v0  (рис. 1.31). 
При этом угол, образованный нитью с вертикалью в наивыс-













Решение. Движение тела происходит под действием силы 
тяжести и силы натяжения нити, равнодействующая которых 
перпендикулярна оси ОО ́ . Это означает, что проекция момен-













где v  — скорость тела в точке A .



































Задача 1.62. Частица массой т1, обладающая кинетической 
энергией Wk 0 , налетает на покоящуюся частицу массой т2, 
имея прицельный параметр l  (рис. 1.32). На какое минималь-
ное расстояние сблизятся эти частицы, если они имеют оди-
наковые заряды q?
Решение. Эту задачу удобно рассмотреть в С-системе от-
счета, связанной с центром масс этих частиц. Первоначально 
в С‑системе обе частицы двигаются навстречу друг другу с рав-
ными по величине импульсами p = p01 02ў - ў  (рис. 1.33). Их сум-
марный момент импульса 
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r ,p r ,p
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В скалярном виде 
 L r p lp0 12 01 01ў = ў ў =sin ,a  
где α — угол между векторами r12ў  и p01ў .
В момент максимального сближения вектора r12ў  и p1ў  вза-
имно перпендикулярны, поэтому ў = ўL r pmin 1 . Полагая, что эти 
частицы представляют собой изолированную систему, приме-
ним закон сохранения момента импульса:
 lp r p p
lp
r01 1 1














rmin r l l r'12 
                   Рис. 1.32                     Рис. 1.33 
Применим закон сохранения энергии:
 W W Wk k p0ў = ў + ,   (1.12) 
в котором Wk 0ў  — суммарная кинетическая энергия частиц в на-
чальный момент в С-системе,  Wkў  — суммарная кинетическая 
энергия, W kq rp = 2 min  — энергия кулоновского отталкивания 
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которую называют приведенной массой системы.
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Нам осталось найти первоначальную кинетическую энер-
гию Wk 0ў  частиц в системе центра масс. Для этого воспользу-






































1.7. Динамика твердого тела
Задача 1.63. На стержень АВ мас-
сы т = 1,0 кг действуют силы F1 и F2 
(F2 = 5,0 Н), под действием которых он 
движется поступательно (рис. 1.34). 
Расстояние между точками приложе-
ния этих сил b = 20 см. Найти длину 
стержня, если ускорение его движения 
а = 2,0 м/с 2.
Решение. Поступательному движе-
нию стержня соответствует выполне-
ние условия равенства нулю алгебраи-
ческой суммы моментов приложенных 
к нему сил относительно центра масс 
С‑стержня: 








ч = .  
С другой стороны, по второму закону Ньютона 
 ma F F= -2 1.  





1 02 ,  м.  
Задача 1.64. Ось вращения О прямоугольной пластины мас-
сы т со сторонами l и b перпендикулярна к плоскости пласти-
ны и проходит через одну из ее вершин (рис. 1.35). Найти мо-
мент инерции пластины относительно этой оси.
Решение. Разобьем пластину на тонкие полоски, имеющие 










точки С известен: dI dmlz0 2 12= / ,  

















= .  
Момент инерции этой полоски 
относительно оси O  найдем, исполь-
зуя теорему Штейнера:
 



























     
 
Момент инерции пластины относительно оси, проходящей 



















Задача 1.65. В диске радиуса R 
с центром в точке О вырезали кру-
глое отверстие так, как это показано 
на рис. 1.36. Вычислить момент инер-
ции этого тела относительно оси, про-
ходящей через точку О и перпендику-
лярной диску, если его масса т.
Решение. Момент инерции сплош-















 I MR m m Rz0 2 2= = + ў( ) ,  
где ў -m  — масса вырезанной части диска. Масса тела 
 
m M m h R
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h R M m m
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поэтому 
 I mRz0 2
2
3
= .  
Момент инерции I zў  удаленной части диска относительно 
точки O  вычислим, используя теорему Штейнера 




















2 2.  
Таким образом, момент инерции тела относительно оси, 
проходящей через точку О




Задача 1.66. Два цилиндра ра-
диусами R1  и R2 , имеющие общую 
ось вращения, образуют ступенча-
тый блок (рис. 1.37). На цилиндры 
в противоположных направлени-
ях намотаны нити. Слева к одной 
нити приложена сила F, а спра-
ва к другой подвешен груз массы 
т. Момент инерции блока относи-
тельно оси вращения равен I. Най-









Решение. Будем считать для определенности, что вращение 
блока происходит по часовой стрелке. Тогда уравнение дина-
мики вращательного движения блока можно записать в виде 
 
I FR T R
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а по второму закону Ньютона 
 
ma mg T a R




























Задача 1.67. На диск массы М и радиуса R, 
имеющий горизонтальную ось вращения, на-
мотана цепочка массой т и длиной l (рис. 1.38). 
Найти зависимость углового ускорения диска 
от длины х свешивающегося конца цепочки.
Решение. Запишем уравнение динамики вра-
щательного движения диска:
I M













где ў -m  — масса свешивающегося конца цепоч-
ки, равная 
 ў =m m
l
x.  
Момент силы натяжения Т цепочки, действующей на диск, 
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Задача 1.68. Диск радиуса R, вращающийся с угловой ско-
ростью ω0, поместили в угол (рис. 1.39). Сколько оборотов n  
сделает диск до остановки, если коэффициент трения между 











Решение. Разберемся с силами, действующими на диск. 
Со стороны нижней стенки на него действует сила реакции 
опоры N1, что приводит к возникновению силы трения Fтр1. Эта 
сила прижимает диск ко второй стенке, и это приводит к появ-
лению еще одной силы реакции опоры N2, которая вызывает 
появление еще одной силы трения Fтр2. Центр масс диска по-
















 F N F Nтр1 тр2      = =m m1 2, ,  













Решая эту систему, получим 







, .      
На диск действует тормозящий момент сил трения 
 M F F R
mg








работа которых изменяет кинетическую энергию диска:
 















































































Задача 1.69. Вращающийся с угловой скоростью ω0 диск мас-
сы т и радиуса R положили на горизонтальную поверхность. 
Найти время τ, за которое произойдет остановка диска, и работу, 
совершенную при этом силами трения. Коэффициент трения μ.
Решение. Представим диск 
в виде множества тонких колец, 
и выберем одно, имеющее ра-
диус r и толщину dr (рис. 1.40). 
Масса этого кольца 
dm ds rdr= =r r p2 ,  
где ρ — поверхностная плот-
ность материала кольца, равная 
массе, приходящейся на едини-
цу его площади r p=m r 2.  
На это кольцо будет дей-
ствовать сила трения 
 dF dmg g rdrтр = =m m r p2 .  
Ее момент относительно точки O  равен 
 dM dF r g r drтр тр= = m r p2 2 .  
Модуль момента сил трения, действующего на диск в целом 
 M g r dr g r mgR
R
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Согласно теореме о кинетической энергии работа сил трения 











2w w .  
Знак минус говорит о том, что работа сил трения отрица-
тельна.
Задача 1.70. Диск радиуса R раскрутили до угловой скорости 
ω0 и опустили на такой же диск, лежащий на гладкой горизон-
тальной поверхности. Через какое время τ оба диска будут вра-
щаться как единое целое? Коэффициент трения между ними μ.
Решение. Пусть момент инерции каждого диска I. Тогда 
по закону сохранения момента импульса 
 I Iw w w w0 02
1
2
= =, ,      
где w- — установившаяся угловая скорость дисков.
Увеличение угловой скорости вращения второго диска свя-
зано с действием на него сил трения, момент которых относи-
тельно оси вращения M тр  мы вычислили в задаче 1.69:
 M mgRтр =
2
3
m .  
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Задача 1.71. Двум дискам, имеющим равные радиусы, но раз-
ные моменты инерции I1 и I2 относительно своих осей вра-
щения, сообщили одинаковую 
угловую скорость ω0 (рис. 1.41). 
После приведения их в сопри-
косновение система с течени-
ем времени перешла в состоя-
ние, в котором оба диска стали 
вращаться в противоположных 
направлениях с одной и той же 
угловой скоростью. Найти:
а) изменение момента импульса DL  этой системы;
б) изменение DWk  ее механической энергии.
Решение. Сделаем несколько предварительных замечаний. 
Предположим, что моменты инерции этих дисков одинаковы. 






мени диски остановятся. Нет ли здесь противоречия с зако-
ном сохранения момента импульса, ведь первоначально сум-
марный момент импульса дисков отличен от нуля и равен 
L L L I I0 01 02 1 0 2 0= + = +w w ? Противоречий нет, поскольку эта 
система не замкнута — должны быть внешние силы, прижи-
мающие диски друг к другу.
Будем считать для определенности, что I I1 2 .  Тогда по про-
шествии времени первый диск продолжит вращаться по часовой 
стрелке с установившейся скоростью ω, и ее изменение будет 
по модулю равно Dw w w1 0= -  .  Напротив, направление враще-
ния второго диска (как и направление вектора его угловой ско-
рости) изменится на противоположное, при этом его угловая 
скорость претерпит изменение, модуль которого Dw w w2 0= +  .  
Действующие на эти диски силы трения равны по величине, и, 
значит, будут равны по модулю моменты этих сил относитель-
но соответствующих осей вращения: M Mтр1 тр2= .  
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Знак минус в последнем равенстве связан с тем, что при со-
прикосновении дисков произошло изменение направления век-
тора угловой скорости второго диска.
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Теперь мы можем получить ответ на первый вопрос задачи:
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Задача 1.72. На вершине сферы радиуса R находится шар ра-
диуса r, который начинает без скольжения скатываться с нее 
(рис. 1.42). Определить угловую скорость вращения шара по-







Решение. В момент отрыва шара действующая на него сила 
реакции опоры обращается в нуль, и роль центростремитель-
85
1.7. Динамика твердого тела
ной силы играет лишь составляющая силы тяжести, направлен-
ная к точке O и равная 






= cos ,a   (1.13) 
где v - — скорость шара в момент его отрыва от поверхности 
сферы.







В этом равенстве 
 h R r v r I mrz= +( ) -( ) = =1
2
5
0 2cos , , .a w           
Тогда 
 
g R r v
v
g R r























и получим ответ 












Задача 1.73. Стержень АВ, имеющий длину l и массу М, сво-
бодно вращается вокруг вертикальной оси, проходящей че-
рез точку А (рис. 1.43). Здесь же находится муфточка массы т, 
которая начинает скольжение вдоль стержня. Какова будет ее 
скорость ўv  вблизи точки В, если начальная угловая скорость 





















, ,I Iw w
 
где L L и 0 - — моменты импульса стержня в начале и в конце 
движения муфточки, момент импульса которой Lм  в точке B  
можно представить в виде 
 Lм м= =I mrw w2 .  
Момент инерции стержня относительно точки A  опреде-
лим по теореме Штейнера:









































































































































































Задача 1.74. Пластинка массы M  в виде квадрата со сторо-
ной l  прикреплена к вертикальной оси O  вращения одной 
88
1. Основные законы механики
из своих сторон (рис. 1.44). Частица массы m , летящая со ско-
ростью v , попадает в центр пластинки по нормали к ней. Счи-
тая столкновение упругим, найти:
а) вектор скорости ўv  частицы после столкновения;
б) силу F  реакции оси вращения после столкновения.
Решение. Поскольку стол-
кновение упругое, энергия си-
стемы остается неизменной, 
поэтому 







Момент инерции пластины 
относительно оси O  совпадает 
с формулой, полученной в предыдущей задаче для стержня 
I Ml= 2 3/ ,  и тогда 
 v v M
m
l2 2 2 2
3
- ў = w .   (1.14) 




















v v .   (1.15) 
Подставим полученную формулу в уравнение (1.14):





- ў = + ў( ) ,  
и, проведя преобразования, получим 















В векторной записи необходимо учесть, что вектора v  vи ў  









После удара пластина начинает вращаться вокруг оси, и роль 
центростремительной силы при этом играет сила реакции оси 
OO ў . Для того, чтобы вычислить ее, представим пластину в виде 
множества тонких полос, имеющих ширину dr  и параллель-
ных оси вращения.
Найдем центробежную силу, действующую на одну из них, 
находящуюся на расстоянии r  




rцс = =w w













Угловую скорость вращения 
пластины после удара мы зна-
ем. Воспользуемся формулами (1.15) и (1.16), получим 














































Задача 1.75. Вертикально висящий стержень длины l  и мас-
сы M  может свободно качаться относительно горизонтальной 
оси O , проходящей через его верхний конец (рис. 1.46). Пуля 
массы m m M  ( ) , летевшая горизонтально, попадает в его 
нижний конец и застревает в нем. Стержень при этом откло-
нился от вертикали на угол a . Найти:
а) скорость пули;
б) изменение полного импульса системы «стержень-пуля» 
в результате столкновения;
в) место попадания пули в стержень, при котором импульс 
этой системы останется неизменным.
Решение. Первоначаль-
но на стержень действуют 
две силы — тяжести и ре-
акции оси вращения, на-
правленные вертикально 
и уравновешивающие друг 
друга. В момент попада-
ния пули возникает «сила 
отдачи» — горизонтальная 
составляющая силы реак-
ции оси (на рисунке она 
изображена как N). Ее по-
явление и приводит к из-
менению импульса системы «стержень-пуля». Линии действия 
всех перечисленных сил проходят через точку О, поэтому сум-
марный момент импульса системы относительно этой точки 
остается неизменным:
 mvl I= w,   (1.17) 
где I - — момент инерции стержня с пулей относительно оси 
вращения 















Воспользуемся законом сохранения энергии:







= =, ,       
где h - — высота, на которую поднялся центр масс стержня. Она 
равна 































До попадания пули импульс этой системы был равен p mv0 = .  
После столкновения ее импульс будет равен p MvC= , где vC - — 
скорость движения центра масс стержня, которую можно пред-
ставить как v lC = w / 2 , и тогда 
 p Mv M l mMl v
I







Таким образом, изменение полного импульса системы «стер-
жень-пуля» в результате столкновения 









Ответим на последний вопрос задачи. Пусть пуля попадает 
не в конец стержня, а в точку, находящуюся на расстоянии x  
от оси вращения. Тогда равенство (1.17) примет вид 
 mvx I mvx
I
= =w w, ,        
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Согласно условию, в этом случае p p= 0 , а это означает, что 
x l= 2 3/ .  Это интересный результат. Если импульс системы 
не меняется, то сила реакции оси равна нулю — в процессе стол-
кновения ось «не чувствует» удара пули. Этот результат легко 
обобщить: если x l p 2 3 0/ ,  то D  и наоборот.
И еще один вопрос, который хотелось бы обсудить. При уда-
ре пули импульс системы увеличился. А что можно сказать о ее 
кинетической энергии? Ведь мы знаем, что при неупругом стол-
кновении она должна уменьшаться. Найдем ее изменение, 












































1.8. Неинерциальные системы отсчета
Задача 1.76. По гладкому полукольцу радиуса R, имеюще-
му вертикальную ось вращения OO ў , может свободно скольз-
ить муфта A (рис. 1.47). После того, как полукольцо привели 
во вращение с угловой скоростью ω, муфта сместилась отно-
сительно оси вращения, отклонившись на угол θ от вертика-










ацию в неинерциальной си-
стеме отсчета (НСО), враща-
ющейся вместе с полукольцом 
(рис. 1.48). В этой системе от-
счета на муфту, помимо силы 
тяжести тg и силы реакции опо-
ры N, действует центробежная 
сила Fцб, направленная радиаль-
но от оси вращения, и их рав-
нодействующая равна нулю — 
муфта находится в равновесии:













F m r m Rцб цб     = = =tan , sin ,q w w q
2 2  
и поэтому 







Это уравнение имеет два решения. При q = 0  муфта нахо-







По понятным причинам (модуль косинуса не превышает еди-
ницы) решение этого уравнения возможно лишь при wі g R . 
Таким образом, при выполнении этого условия возможны два 






  (1.18) 
и неустойчивое при θ = 0. Его неустойчивость связана с тем, 
что если сместить муфту из этого поло-
жения, появляется центробежная сила, 
и муфта перейдет в положение, опреде-
ляемое углом θ из формулы (1.18).
При w g R  возможно лишь одно 
положение устойчивого равновесия муф-
ты при q = 0 .
Эту задачу, между прочим, можно ре-
шить, не переходя в НСО. В лабораторной 
системе отсчета сила тяжести тg и силы ре-
акции опоры N формируют центростреми-
тельную силу Fцс (рис. 1.49), под действием 


















2 2 sin ,
tan .
 
Дальнейший ход решения совпадает с описанным выше.
Эта задача является иллюстрацией того, что введение НСО 
и действующих в них сил инерции не является принципиально 
необходимым. По сути это вопрос удобства — некоторые зада-
чи удобно решать, переходя в НСО.
Задача 1.77. Горизонтальная платформа вращается вокруг 
вертикальной оси с угловой скоростью w = -1 0 1,  с . Человек дви-
жется по платформе со скоростью ўv , оставаясь на расстоянии 
R = 3 0,  м  от оси вращения. Чему равна эта скорость, и какова 
сила, удерживающая человека на платформе, если в системе от-
счета, связанной с платформой, сумма сил инерции, действу-
ющих на человека, равна нулю?
Решение. В неинерциальной системе отсчета ўK , связанной 
с диском, на человека действуют две силы инерции — центро-
бежная Fцб , направленная радиально от оси вращения, и сила 
Кориолиса F vк = ў[ ]2m ,w . Ее направление противоположно на-
правлению центробежной силы — ведь их сумма по условию 
должна быть равна нулю, и это позволяет определить направле-











                                              ў =v R1
2
w .  
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Получился интересный результат. Точки диска, находящие-
ся на расстоянии R от оси O, в лабораторной системе отсчета K
вращаются со скоростью V R= w  против часовой стрелки. В си-
стеме ўK , связанной с платформой, человек движется по окруж-
ности радиуса R по часовой стрелке со скоростью ўv , но в лабо-
раторной системе его скорость будет равна v R v R= - ў =w w / 2 , 
и движение человека будет происходить против часовой стрел-
ки. Таким образом, в системе K  человек движется по окружно-
сти со скоростью v , а это означает, что на него действует цен-
тростремительная сила, роль которой выполняет сила трения 
Fтр , модуль которой равен 
 F mv
R





Задача 1.78. Горизонтальный стержень закреплен на верти-
кальной оси, проходящей через один из его концов. Там же на-
ходится муфта массы m = 0 50,  кг . Стержень привели во враще-
ние с постоянной угловой скоростью w = 2 00,  рад/с , после чего 
муфте сообщили скорость v0 1 00ў = ,  м/с . Чему будет равна сила 
Кориолиса, действующая на муфту, когда она окажется на рас-
стоянии r = 0 50,  м  от ее первоначального положения?
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Решение. В неинерциальной 
системе отсчета ўK , связанной 
с вращающимся стержнем, 
имеются две силы инерции, 
действующие на муфту — цен-
тробежная и сила Кориолиса 
(рис. 1.51). Увеличение скоро-
сти ўv  муфты происходит под 
действием центробежной силы, 
работа которой идет на увели-
чение кинетической энергии 






























Эту работу вычислим так:
 A F dr m rdr m r
r r











ў = ў +
= ў + =
v v r










Задача 1.79. Тело находится на высоте h = 500 м  над поверх-
ностью Земли на нулевой широте (на экваторе). На каком рас-









Решение. При падении на тело действуют сила тяготения 
Fтяг и две силы инерции — центробежная Fцб и сила Кориоли-
са Fк (рис. 1.52). Первые две формируют силу тяжести, сооб-
щающую телу ускорение свободного падения g. Учитывая, что 
F Fцб тяг ,  вертикальная составляющая скорости падения тела 
зависит от времени по закону v gtyў = ,  а время падения опреде-





Сила Кориолиса, действующая на тело в системе отсчета, 
связанной с Землей 
 F m v m gtk y= ў =2 2w w .  






k= = 2w ,  
которая изменяется со временем, и сообщает телу горизонталь-
ную составляющую vxў  скорости 
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 v a dt gtdt gtx x
t t
= = =т т
0 0
22w w .  
Горизонтальное смещение тела при его падении составит 
 



































Задача 1.80. На гладкой горизонтальной поверхности лежит 
стержень массы m = 5 0,  кг  и длиной l = 90 см . По его концу про-
извели удар, направленный по нормали к стержню, передав ему 
импульс силы J = Ч3 0,  Н с . С какой силой 
одна половина стержня будет воздействовать 
на другую в процессе движения стержня?
Решение. После удара стержень пришел 
в движение. Его центр масс С будет двигать-
ся поступательно с постоянной скоростью, 
а сам стержень будет вращаться относитель-
но этой точки (рис. 1.53).
Момент импульса L стержня относи-
тельно его центра масс найдем, восполь-







































Рассмотрим этот стержень в неинерциальной системе, вра-
щающейся вокруг точкиC  с угловой скоростью w  (рис. 1.54). 
На обе половины стержня 
будут действовать центро-
бежные силы, стремящиеся 
растянуть его. Это и будут ис-
комые силы.
Для того чтобы их найти, 
представим стержень в виде 
множества малых частей 
и найдем силу dF , действующую на один из них, имеющий 
размер dx  и находящуюся на расстоянии r  от точки C :
 dF dm r m
l
rdr= =w w2 2 .  






















,  H.  
Задача 1.81. Стержень, имеющий длину l  и массу m , подве-
шен к опоре одним из своих концов. Его привели во вращение 
с угловой скоростью w  так, что он описывает боковую поверх-
ность конуса, образуя с вертикалью угол q  (рис. 1.55). Найти 
этот угол, а также силу N , действующую на стержень со сторо-
ны подвеса.
Решение. Обсудим ситуацию в системе отсчета ўK , вращаю-
щейся вместе со стержнем. Наряду с силами, изображенными 
на рис. 1.55, в системе ўK  появляется центробежная сила Fцб  
(рис. 1.56), и их равнодействующая равна нулю — стержень по-
коится в этой системе отсчета.
То же можно сказать и о моментах этих сил относительно 
точки O. Момент силы N  обращается в нуль, а модули момен-
































Момент силы тяжести находится легко:
 M mgт = sin ,q  
а для вычисления второго момента поступим так. Предста-
вим стержень в виде множества малых участков, и рассмотрим 
один из них, имеющий длину dx  и расположенный на расстоя-
нии x  точки O . Действующая на него центробежная сила dFцб  
равна 
 dF dm r dm x m
l
x dxцб = = =w w q w q
2 2 2sin sin ,   (1.20) 
и момент этой силы 
 dM dF h m
l
x dxцб цб= = w q q











sin cos sin cos .  









  (1.21) 
При выводе этой формулы мы неявно предполагали выпол-
нение двух условий. Во-первых, 
 sin , ,q q№ №0 0      
то есть стержень имеет определенную угловую скорость, 
а во-вторых,
 cos , , .q
w











Эти условия мы подробно обсудили в задаче 1.76.
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Перейдем к силе N , действующей на стержень со стороны 
подвеса. Вращение стержня в лабораторной системе отсчета К
обусловлено центростремительной силой Fцc  — равнодейству-
ющей силы тяжести, приложенной к центру масс стержня С , 
и силы реакции оси N = N N

+ ^ , приложенной к точке О  
(рис. 1.55):
 m m ma = F g + N = g N Nцс = +( ) + ^ .  
Поскольку движение центра масс происходит в горизон-
тальной плоскости, проекция ускорения на ось вращения рав-
на нулю, а это означает, что mg N+ =

0 , и тогда 
 ma N= ^,  
 N ma m R m l^ = = =w w q2 2 2
sin ,   (1.22) 






2 2 2 2
2
2



































1sin cos .  
Воспользуемся формулой (1.21) и получим 










.   (1.23) 
Вектор N  образует с осью вращения угол ўq , который опре-
делим из соотношения 


























  (1.24) 
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Отметим, что углы q q и ў , определяемые формулами (1.21) 
и (1.24), не равны, а это значит, что направления вектора N  


































      
что и видно на рис. 1.55.
В заключение обратим внимание на то, что центробежная 
сила Fцб  приложена не к центру масс С, а ниже. Действительно 
в системе ўK , связанной со стержнем, моменты силы тяжести 
и центробежной силы относительно точки подвеса О должны 
быть равны по модулю и компенсировать друг друга, посколь-
ку в системе ўK  стержень покоится. Поэтому 
 F b mg lцб cos sin ,q q= 2  
где b - — расстояние от точки O  до точки приложения центро-
бежной силы.












sin sin .  
Тогда 







Задача 1.82. Гладкая горизонтальная платформа вращается 
с угловой скоростью ω относительно своего центра O . Неболь-
шому телу массы т, находящемуся на оси вращения, сообщи-
ли скорость v0 . Как будет меняться со временем его момент 
импульса относительно точки O  в системе отсчета, связанной 
с платформой? С чем связано это изменение?
Решение. Обсудим ситуацию. Платформа гладкая, трения 
нет, поэтому в лабораторной системе отсчета тело будет дви-
гаться по прямой, удаляясь от точки O  с постоянной скоро-
стью v0 . Иначе дело будет обстоять в системе ўK , связанной 
с вращающейся платформой (рис. 1.57). У тела появится попе-
речная составляющая скорости v^ , обратная линейной скоро-
сти точек вращающейся платформы. На расстоянии r  от оси 
вращения 








Отметим, что вектор угловой скорости ω направлен вдоль 
оси вращения, и его ориентация определяется правилом пра-
вого винта.
Таким образом, скорость ўv  тела в системе ўK  будет равна 
 ў = -[ ]^v = v + v v r0 0 ω, ,  
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и его момент импульса ўL  
 
ў = ў[ ] = - [ ]йл щы =
= - - ( )( ) = -
L r v r r
r r
m m




ω ω ω2 2
 
Здесь мы учли, что скалярное произведение rω = 0 вслед-
ствие взаимной перпендикулярности этих векторов.
Расстояние r тела от оси вращения меняется со временем 
по линейному закону r v t= 0 , и мы получаем ответ на первый 
вопрос задачи:
 ў -L = mv02ω.  
Запишем уравнение движения момента импульса в систе- 
ме ўK :
 
dL = M = r F r F + F
r F r F r F
ў
ў ґ[ ] = ґ( )йл щы =
= ґйл щы + ґ[ ] = ґ[ ]
dt S цб к
цб к к .
 
Первое слагаемое обращается в нуль, поскольку входящие 
в него вектора сонаправлены. Таким образом, изменение со вре-
менем вектора ўL  обусловлено наличием силы Кориолиса, дей-
ствующей на тело во вращающейся системе ўK .
В справедливости сказанного легко убедиться прямыми вы-
числениями:
 
r F r v v rv
r v + v
ґ[ ] = ґ ўґ[ ]йл щы = ў( ) - ў( )( ) =








m mv tω ωrv0 0
22( ) = - .
 




2.1. Кинематика теории относительности
Задача 2.1. Две частицы двигаются во взаимно перпендику-
лярных направлениях с релятивистскими скоростями v1  и v2 . 
Найти их относительную скорость?
Решение. В системе отсчета К, которую мы назовем лабора-
торной, скорости частиц имеют проекции на оси 
 v v v v v vx y x y1 1 1 2 2 20 0= = = =, , , .                
Для того чтобы найти скорость одной частицы относительно 
другой, необходимо связать с одной из них, допустим, с первой, 
систему отсчета ўK , скорость которой V v= 1  (рис. 2.1). Проек-
ции скорости второй частицы в этой системе отсчета найдем, 



















































и тогда относительная скорость частиц будет равна скорости 
второй частицы в системе отсчета ўK :
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Часто возникает вопрос: а что, если обе частицы двигаются 
со скоростью света v v c1 1= = ? Ответ: v cотн = .
Если вопрос сформулировать так: какова скорость сближе‑
ния частиц в лабораторной системе отсчета, то ее можно най-
ти по формуле 
 v v vсбл = +12 22 ,  
и если v v c1 1= = , то v cсбл = 2  и оказывается больше c ! Как же 
так? Все нормально. Скорость движения материального объ-
екта не может превышать скорость света, а скорость сближе-
ния — это просто скорость сближения.
Задача 2.2. Стержень движется в лабораторной системе от-
счета K  со скоростью v c= 2  так, что он образует с направле-
нием движения угол q = 450  (рис. 2.2). Найти собственную дли-












Решение. Проекции стержня на оси системы координат 
 l l l lx y= =cos , sin .q q      
Мы знаем, что поперечные размеры тела не меняются при 
его движении, тогда как для его продольных размеров суще-
ствует лоренцево сокращение длины:
 l l v c l lx x y y= - =0 2 2 01 , ,      
где индекс нуль соответствует собственным размерам тела, 
то есть его размерам в системе отсчета, связанной со стерж-
нем, в которой он покоится.
Поэтому собственная длина l0  стержня 
 































Задача 2.3. Два одинаковых стержня, имеющих собственную 
длину l0 , движутся навстречу друг другу в лабораторной систе-
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ме отсчета с одинаковой скоростью v , как это показано 
на рис. 2.3. Какова длина ўl  одного из стержней в системе от-












Решение. В формулу для лоренцева сокращения длины стерж-
ня, которой мы воспользовались в предыдущей задаче, входит 
скорость движения стержня. Таким образом, для того чтобы 
решить эту задачу, необходимо найти относительную скорость 
движения стержней, то есть скорость второго стержня в систе-
ме отсчета ўK , связанного с первым.
В лабораторной системе отсчета K  
 v v v vx x1 2= = -, .      
В системе ўK , связанной со стержнем, движущимся в на-


































































1 2 2+ v c
.
 
Задача 2.4. На оси х лабораторной системы отсчета К распо-
ложены метки А и В, находящиеся друг от друга на расстояние 
Δх. Вдоль оси х движется стержень таким образом, что в мо-
мент времени t1  его передний торец совпал с меткой A , а за-
тем в моменты t2  и t3  метку B  пересекли передний и задний 
торцы соответственно. Найти собственную длину l0  стержня?








Нетрудно найти и длину l  стержня в этой системе отсчета — 
с меткой B  торцы стержня совпали в моменты времени t2  и t3 :
 l v t t x
t t
t t




D .  










































Задача 2.5. В лабораторной системе отсчета K  в направле-
нии оси x  со скоростью v c= 0 990,   двигаются две нестабильные 
частицы. Расстояние между ними в системе K  равно l =120 м . 
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Частицы испытали распад одновременно по часам в системе от-
счета ўK , связанной с этими частицами. Чему равен промежу-
ток времени Dt , разделяющий эти события по часам в лабора-
торной системе отсчета?
Решение. Согласно преобразованиям Лоренца промежуток 
времени Dt , разделяющий эти события в системе K,
 Dt t t t x V c
V c
































где l x x0 2 1= ў - ў - — расстояние между частицами в системе ўK  







Учитывая, что V v= , получим ответ 







20 мкс.  
Поскольку Dt  0 , то вторая частица испытает распад позже 
по часам в системе отсчета K.
Задача 2.6. В системе ўK , которая движется относительно 
лабораторной системы отсчета K  со скоростью V  вдоль оси x , 
находится стержень AB , ориентированный параллельно оси ўx . 
Этот стержень движется в системе ўK  вдоль ее оси ўy  со скоро-
стью ўv , как показано на рис. 2.4. Какой угол q  образует стер-
жень с осью x  лабораторной системы отсчета?
Решение. Пусть при движении стержня вниз его концы 
в некоторый момент совпадут с осью ўx  системы ўK . Эти со-
бытия, одновременные в системе ўK , не будут таковыми в си-
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стеме K - — их разделит промежуток времени, формулу для ко-
торого мы получили в предыдущей задаче:
















где l - — длина стержня в лабораторной системе отсчета.
В ўK -системе отсчета стержень имеет компоненты скоро-
сти 
 v v vx yў = ў = - ў0, ,      
и, согласно формулам преобразования, в лабораторной си-
















2 2 .  
Поэтому правый конец стержня в системе K  окажется ниже 
левого на величину D Dy v ty= , и стержень будет повернут по от-
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ношению к оси x  по часовой стрелке на угол, определяемый 
формулой 










Задача 2.7. Нестабильная частица от момента своего рожде-
ния до распада пролетела в лабораторной системе отсчета K  
расстояние l =  3,0 км, двигаясь со скоростью v c= 0 990,  . Найти:
а) собственное время t0  жизни частицы;
б) путь, который она пролетела с «ее точки зрения».
Решение. Время жизни частицы в K-системе t = l v , и с уче-
том эффекта замедления времени в движущейся системе отсче-
та собственное время t0  жизни частицы определим по формуле 
 l v l0 0= =t ,  
 t t0 2 2 2 21 1 1 4= - = - =v c
l
v
v c ,  мкс.  
С «точки зрения» самой частицы она пролетела расстояние 
 l l v c0 2 21 0 42= - = ,  км.  
Результаты, полученные в этой несложной задаче, позволяют 
обсудить важные проблемы, связанные с работой современных 
ускорителей, устроенных так, что расстояние от источника бы-
стрых частиц до мишени, куда они попадают, зачастую гораздо 
больше пути, который эти частицы пролетают с «их точки зре-
ния». Рассмотрим в качестве примера известные опыты с p+-ме-
зонами, собственное время жизни которых равно t0 82 5 10» Ч -,  c . 
Расстояние, которое пролетит мезон без учета эффекта замедле-
ния времени, имеет величину l v0 0 7 5= »t ,  м , тогда как реальное 
расстояние до мишени в современных установках составляет 
десятки метров. Без этого эффекта использование ускорите-
лей в научных целях было бы просто невозможно.
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Задача 2.8. На рис. 2.5 изображена так называемая диаграм-
ма пространства — времени, на которой отмечены три события 
А, В и С, произошедшие в К-системе отсчета. Найти:
а) интервал времени между событиями А и В в той системе от-
счета, в которой эти события произошли в одной точке;
б) расстояние между точками, в которых произошли собы-













Решение. Для решения этой задачи мы воспользуемся поня-
тием интервала, разделяющего два события 
 
S c t t x x
ct ct x x
AB A B A B
A B A B
= -( ) - -( ) =





Он обладает очень важным свойством — это инвариант тео-
рии относительности, одинаковый в любых инерциальных си-
стемах отсчета. В системе K, в которой эти события произош-
ли в одной точке,
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 SAB = -( ) - -( ) =1 6 2 5 4
2 2
 м.  
В системе отсчета ўK , в которой эти события произошли 
в одной точке, 
 S c t t x xAB A B A Bў = ў - ў( ) - ў - ў( ) =2 2 2  
 




















В системе ўўK , где события произошли одновременно, 
 
S c t t x x
i x x i x S
AC A C A C
A C AC
ўў = ўў - ўў( ) - ўў - ўў( ) =




S ct ct x x
i
x
AC A C A C= -( ) - -( ) =









Нам осталось обсудить полученные результаты. Интервал 
SABў  — вещественный и называется времениподобным. Собы-
тия, разделенные таким интервалом, могут быть связаны при-
чинно-следственными связями. Интервал SACў - — мнимый. Он 
называется пространственноподобным, и события, разделен-
ные таким интервалом, не могут в принципе быть связаны при-
чинно-следственными связями.
Задача 2.9. Воображаемый космический аппарат, стартовав-
ший с Земли, летит с ускорением ў =a g10 , одинаковым в каж-
дой мгновенно сопутствующей ему инерциальной системе. Дли-
тельность полета по земным часам составила t =1 год . Найти 
скорость аппарата в конце разгона и пройденный им путь.
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Решение. Для начала установим соотношение, связывающее 
между собой ускорение a  аппарата в системе отсчета, связан-
ной с Землей (K-система) и его ускорение ўa  в инерциальной 
системе ўK , движущейся относительно системы K  со скоро-
стью V . Считая, что аппарат перемещается вдоль оси x , имея 
































































































































и учтем, что для каждой мгновенно сопутствующей аппарату 
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t ,6 1015Ч  м.
 
Задача 2.10. Используя условия задачи 2.9 найти время t0 , 
затраченное на разгон космического аппарата по его часам, если 
длительность его полета по земным часам составила t =1 год .
Решение. Время dt0  по часам, находящимся в аппарате (соб-
ственное время), связано с временем dt , определенным по зем-








1= -т v c dt,  





















































































































ln ,  мес.
 
Полученный результат свидетельствует о том, что темп хода 
часов в космическом аппарате ниже, чем у земных часов, то есть 
время на его борту течет медленнее, чем на Земле. Почему? 
С этим результатом связан так называемый «парадокс близ-
нецов». Обсудим его. Возьмем двое одинаковых часов, допу-
стим, А и В, показывающих одинаковое время. Затем сообщим 
часам В ускорение, и разгоним их до определенной скорости. 
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Как следует из результата задачи, темп хода этих часов будет 
более низким, чем у часов А. Теперь рассмотрим эту ситуацию 
с точки зрения наблюдателя, находящегося на борту аппара-
та — теперь часы А удаляются от него с той же скоростью, и за-
паздывать должны именно они. Возникает явное противоре-
чие, которое и лежит в основе этого парадокса.
Но в действительности парадокса нет. Система отсчета, свя-
занная с ускоренно движущимся аппаратом, является неинерци‑
альной, и для нее не выполняются выводы, сделанные в рамках 
специальной теории относительности. Детальный расчет на ос-
нове общей теории приводит к тому, что медленнее будут дви-
гаться именно часы В.
2.2. Релятивистская динамика
Задача 2.11. Чему равна сила, под действием которой части-
ца массы т движется в направлении оси х так, что ее коорди-
ната изменяется по закону x c t= +a2 2 2 , c - — скорость света, 
d -— постоянная величина?




























Любопытно, что с течением времени скорость частицы асим-
птотически стремится к скорости света и практически не меня-
ется при больших временах, но импульс при этом продолжает 
расти по линейному закону.
Задача 2.12. На частицу массы т, движущуюся со скоро-
стью v, действует сила F. В каких случаях вектор ускорения 
a частицы будет совпадать по направлению с вектором силы? 
Чему оно будет равно?
Решение. На первый взгляд, это странный вопрос, ведь со-
гласно второму закону Ньютона, записанному в виде a = F/m, 
ускорение тела всегда сонаправлено силе, к этому телу прило-
женной. Однако это формула «работает» только в нереляти-
вистской области, а в случае скоростей, сопоставимых со ско-
ростью света, необходимо использовать общее соотношение 
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и запишем это равенство в виде 
 
F a v
















































,a F va b
  (2.25) 
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.      
Представим последнее 
векторное равенство графи-
чески (рис. 2.6). Мы видим, 
что в общем случае вектор 
ускорения образует с векто-
ром силы некоторый угол — 
они не сонаправлены! Рас-
смотрим случаи, когда вектор 
ускорения a частицы будет 
совпадать по направлению с вектором силы. Таких случаев два.
1. Сила F направлена параллельно вектору скорости v (про-
дольная сила). В этом случае векторное равенство (2.25) 









































































2. Поперечная сила F v^( ) . Сила, перпендикулярная на-
правлению движения частицы, работы не совершает, 
поэтому кинетическая энергия частицы не меняется, 
и скорость частицы по модулю остается неизменной. Это 
означает, что производная dv dt/  в правой части равен-









v c= -( )1 2 2 1 2/ ./  
В обоих случаях в нерелятивистском диапазоне имеем 
a F m= / , но при скоростях, сопоставимых со скоростью све-
та, формулы для ускорения отличаются друг от друга — ускоре-
ние, сообщаемое частице поперечной силой, оказывается боль-
ше. Это приходится учитывать при проектировании линейных 
и резонансных ускорителей (циклотронов).
Задача 2.13. Найти работу, совершенную внешними си-
лами над частицей массы т, если ее скорость возросла 
от 0,60 с до 0,80 с. Сравнить полученный результат с рассчи-
танным в рамках нерелятивистских представлений.
Решение. По теореме о кинетической энергии 
 A W mc
























, .  
В классическом варианте 






0 14, .  
Задача 2.14. Релятивистская частица имеет импульс р = 865 Мэв/с 
и кинетическую энергию Wk = 500 Мэв . Найти ее скорость.






























































































































Задача 2.15. Чему равен импульс протона, имеющего кине-
тическую энергию Wk = 500 Мэв ?
Решение. Для начала установим связь энергии W релятивист-





















p p m c








2 2 2 2
2 2 2
1 1
,   (2.26) 
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и преобразуем ее 
 mc W c p mck2
2 2 2 2 2+( ) = + ( ) ,  
 c p W W mck k2 2 22= +( ),  
 p
c
W W mck k= +( )1 2 2 .   (2.27) 
Подставим числовые значения: p c=1 09, . Гэв/  
Задача 2.16. Пучок протонов, обладающих кинетической энер-
гией Wk , попадает на заземленную мишень. Какова сила давле-
ния протонов на мишень, а также выделяемая в ней мощность?
Решение. По второму закону Ньютона силу давления пучка 



















Поясним сделанное: p - — импульс одного протона, e - — его 
заряд, DN - — число протонов, попадающих на мишень за время 
Dt , I e N t= -D D/  — сила тока в пучке. Импульс протона опреде-




W W mck k= +( )2 2 .  
Под мощностью здесь мы понимаем тепловую энергию, вы-




















Задача 2.17. Релятивистская частица движется вдоль оси х 
лабораторной системы отсчета K , обладая энергией W  и им-
126
2. Теория относительности
пульсом p . Найти ее энергию и импульс в системе отсчета ўK , 
движущейся в этом же направлении со скоростью V  относи-
тельно K -системы.
Решение. В K-системе отсчета частица движется со скоро-













-1 12 2 2 2
.  
Воспользуемся элементарным интервалом 
 






= - = - ( ) = - ( )
- ( ) =











































, .     
 
Интервал — инвариант теории относительности, поэтому 
при переходе в систему ўK  x-я компонента импульса и энер-
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По тем же соображениям поперечные компоненты импуль-
са меняться не будут.
Задача 2.18. В лабораторной системе отсчета движется фо-
тон, имеющий энергию e . Какова будет энергия этого фотона ўe  
в системе ўK , которая перемещается относительно K-системы 
со скоростью V. При каком значении этой скорости энергия 
фотона станет равной ў =e e / 2 ?
Решение. Согласно формуле (2.26), полученной в задаче 2.15, 
e = cp , и в этом случае 
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Задача 2.19. Показать, что выражение ( )W p c- 2 2  для реля-
тивистской частицы является инвариантом теории относитель-
ности, то есть не меняется при переходе из одной инерциаль-
ной системы отсчета (ИСО) в другую.
Решение. Воспользуемся формулой (2.26), полученной в за-
даче 2.15, и представим ее в виде 
 W p c m c W2 2 2 2 4 02- = = ,  
где W0 - — энергия покоя частицы, которая не зависит от выбо-
ра системы отсчета. Это означает, что и левая часть этого ра-
венства одинакова во всех ИСО, то есть является инвариантом 
теории относительности:
 W p c2 2 2- = inv.   (2.28) 
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В заключение вернемся к формуле 
 W c p m c= +2 2 2 .  
Из нее следует возможность существования частиц с нуле‑
вой массой!
Законы ньютоновской механики не допускают существо-
вание частиц нулевой массы. Такие частицы под действием 
ничтожно малой силы получали бы бесконечно большое уско-
рение. Однако существование таких частиц не противоречит 
законам релятивистской механики.
Действительно, при m = 0 W = cp. Пусть частица движется 
вдоль оси х. Тогда W = cpх. Воспользуемся известным уравне-
нием, которое называется уравнение Гамильтона ( v W px x= ¶ ¶ ), 
и применим его:
 v W p cp p cx x x x= ¶ ¶ = ¶ ( ) ¶ = .
Таким образом, согласно теории относительности, части-
цы с нулевой массой могут существовать, но только двигаясь 
со скоростью света. Остановка подобной частицы равносиль-
на ее поглощению (уничтожению). К числу частиц с нулевой 
массой принадлежит, например фотон.
Задача 2.20. Частица массы m, имеющая кинетическую энер-
гию Wk, налетает на покоящуюся частицу той же массы. Най-
ти массу М и скорость V составной частицы, образовавшейся 
в результате столкновения.
Решение. Применим инвариант, полученный в предыдущей 
задаче, и запишем его в виде:
 W p c W p c2 2 2 2 2 2- = ў( ) - ў( ) , 
где нештрихованные величины в левой части относятся к лабо-
раторной системе отсчета К, а штрихованные в правой части — 
к системе К’, связанной с составной частицей, т. е. являющей-
ся системой центра масс.
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Энергия частиц в K-системе равна сумме их энергий покоя 




W W mck k= +( )1 2 2 .  
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Мы видим, что масса составной частицы оказалась больше 
суммы масс исходных частиц. Этот результат вполне понятен 
исходя из взаимной связи массы и энергии. Если W mck  2 2 , 
то сумма масс частиц не меняется в процессе столкновения.
Для нахождения скорости образовавшейся частицы посту-





























и применим ее для системы двух частиц. При этом W = Wk + 
+2mc 2, а скорость v — это скорость движения центра масс ча-






















Задача 2.21. В лабораторной системе отсчета K  нейтрон, об-
ладающий кинетической энергией W mck = 2 2 , движется в сто-
рону покоящегося нейтрона. Чему будет равна их кинетическая 
энергия Wkў  в системе их центра масс (в C-системе)? Чему бу-
дет равен импульс p1ў  каждого нейтрона в C-системе?
Решение. Для решения задачи применим инвариант (2.28), 
полученный в задаче 2.19, и представим его в виде равенства 
 W p c W p c2 2 2 2 2 2- = ў - ў ,  (2.29) 
где в левой части приведены величины, характеризующие ней-
троны в лабораторной системе K, а в правой — в C — системе 
отсчета.
Тогда в K-системе 
 W W W mc mc mck= + = + =2 2 2 40 2 2 2,   (2.30) 
 p
c
W W mc mck k= +( ) =1 2 2 22 ,   (2.31) 
а в C -системе 
 
ў = ў + ў = + ў
ў =







  (2.32) 
Подставим уравнения (2.30)–(2.32) в равенство (2.29) и по-
лучим первый ответ 
 16 8 22 4 2 4 2
2
m c m c mc Wk- = + ў( ) , 
 ў = -( )W mck 2 2 12 .
Учтем, что поскольку в C-системе суммарный импульс ней-
тронов равен нулю, импульсы нейтронов должны быть противо-
положно направлены и одинаковы по величине, а это значит, что 
должны быть равны и их кинетические энергии. Следовательно, 
кинетическая энергия одного нейтрона в системе центра масс 
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 ў = -( )W mck1 2 2 1 ,  













2 1 2 1
= ў ў +( ) =
= -( ) +( ) = .
.
Задача 2.22. Так как период обра-
щения электронов в однородном маг-
нитном поле с ростом энергии резко 
увеличивается, циклотрон оказывается 
непригодным для их ускорения. Этот 
недостаток устраняется в микротроне 
(рис. 2.7), где изменение периода обра-
щения электрона ΔТ делают кратным 
периоду ускоряющего поля Т0. Сколь-
ко раз электрону необходимо пройти 
через ускоряющий промежуток микротрона, чтобы приобрести 
энергию W = 4,6 МэВ, если ΔТ = Т0, индукция магнитного поля 
В = 107 мТл и частота ускоряющего поля ν = 3000 МГц?
Решение. Для двух последовательных оборотов (например, 
под номерами (n – 1) и n) период обращения увеличивается 
на величинуDT , которую мы рассчитаем следующим образом.
Период обращения заряда q  в поперечном магнитном поле 
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,   (2.33) 
и тогда 
 DT T T m

























где v vn n и -1  — скорости электрона при совершении им оборо-
тов под номерами n n и -1 .
Воспользуемся известной формулой для расчета кинетиче-
ской энергии релятивистской частицы и преобразуем ее:
 W mc
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p p p n
.  
Описанное устройство называется микротрон.
Задача. 2.23. Особенностью работы циклотрона является 
неизменность периода обращения ускоряемых частиц в по-
стоянном магнитном поле с индукцией B , и, следователь-
но, постоянство частоты генератора, создающего переменное 
электрическое поле в зазоре между дуантами. Это накладыва-
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ет ограничение на максимальное значение энергии ускоряемых 
частиц, поскольку с увеличением скорости частиц в силу реля-
тивистских эффектов происходит увеличение периода их обра-
щения, о чем говорилось в предыдущей задаче. Это ограниче-
ние можно в значительной мере преодолеть, если уменьшать 
(модулировать) частоту переменного поля в процессе ускоре-
ния частиц. Каким должен быть закон, по которому изменя-
ется частота w t( ) , если частица массы m  и заряда q  получает 
за оборот приращение энергии DW ?
Решение. Скорость изменения кинетической энергии со вре-
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Учитывая, что частота генератора связана с периодом соот-
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Описанное устройство носит название фазотрон, и оно по-
зволяет получать частицы с энергиями до 1 ГэВ, что на два по-
рядка превышает возможности обычных циклотронов. Фазо-
троны, как и циклотроны, используют для ускорения тяжелых 
заряженных частиц — протонов и ионов. Применять их для раз-
гона легких частиц, допустим, электронов, неэффективно — их 
движение очень быстро приобретает релятивистский характер, 
приводя к нарушению синхронизации частоты генератора и ча-
стоты обращения заряда в магнитном поле. Для этой цели ис-
пользуются другие устройства. Одно из них — микротрон, опи-
санный в предыдущей задаче.
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Задача 2.24. В результате упругого столкновения релятивист-
ского протона с покоящимся, произошло симметричное упру-
гое рассеяние — углы, под которы-
ми стали двигаться протоны после 
столкновения, оказались одина-
ковыми по отношению к направ-
лению первоначального движения 
(рис. 2.8). Чему равен угол разле-
та протонов θ, если кинетическая 
энергия налетающего протона Wk ?
Решение. Согласно закону со-
хранения импульса 
 p p p= +1 2.  
Из треугольника импульсов, изображенного на рис. 2.8, сле-
дует, что 
 p p p p p2 12 22 1 22= + + cos .q  





















Воспользуемся связью импульса и кинетической энергии 





























































и запишем ответ 







Отметим в заключение, что если Wk  0 , а это очевидно из ус-
ловия задачи, то cosq q ≺0 0 и 90 -— угол разлета всегда мень-
ше 900 . В нерелятивистском случае вариант q = 900  возможен.
Задача 2.25. Фотон с энерги-
ей ε испытал рассеяние на поко-
ящемся свободном электроне. 
Найти энергию εˊ рассеянного 
фотона, если угол между направ-
лениями движения рассеянного 
и налетающего фотонов равен θ 
(рис. 2.9).
Решение. Воспользуемся законами сохранения импульса 
и энергии 
 
p p p p p p= ў+ = - ў
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В этих выражениях индекс e  относится к импульсу электро-
на и его кинетической энергии.
Как видно из рис. 2.9, 
 p p p ppe2 2 2 2= + ў - ўcos .q  
Воспользуемся формулой (2.27) задачи 2.15 и соотношени-















e e +( ) = + ў - ў
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Формула, которую мы получили, описывает явление, кото-
рое называется эффект Комптона. Оказалось, что при рассеянии 
рентгеновского излучения на свободных электронах (на прак-
тике — это электрон, находящийся на внешней оболочке ще-
лочного атома и слабо связанный с ядром), в спектре рассеян-
ного излучения наряду с линией, соответствующей изначальной 
длине волны l , появляется дополнительная компонента, длина 
волны которой ўl  > l . Этой компоненте соответствуют фото-
ны, энергия которых ўe  меньше энергии падающих фотонов e . 
Ее мы и нашли в этой задаче. Описанное явление служит под-
тверждением корпускулярных свойств рентгеновского излуче-
ния и его электромагнитной природы. За открытие и объясне-
ние этого эффекта Комптон получил Нобелевскую премию.
Задача 2.26. В лабораторной системе отсчета K  навстре-
чу друг другу летят два релятивистских протона, обладающие 
одинаковыми энергиями Wk . Какова будет кинетическая энер-
гия Wkў  протона в системе ўK , связанной с другим протоном?
Решение. Для решения задачи применим инвариант (2.28), 
полученный в задаче 2.19, и представим его в виде равенства 
 W p c W p c2 2 2 2 2 2- = ў - ў ,  (2.34) 
где в левой части приведены величины, характеризующие про-
тоны в лабораторной системе K , а в правой — в системе ўK , 
связанной с одним из протонов.
В K-системе энергия протонов 
 W W W W mck k= + = +( )2 2 20 2 ,  
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а их суммарный импульс равен нулю: система K — это система 
центра масс протонов.
В системе ўK  
 ў = + = ў +W W W W mck k2 2 2 20 2,  
 p
c
W W mck k1
21 2ў = ў ў +( ).  
После подстановки в равенство (2.34) получим 
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Мы получили важный результат, который рассмотрим 
с практической точки зрения. Пусть в лабораторной системе 
отсчета протоны имеют одинаковые кинетические энергии 
Wk = 50 ГэВ . Энергия покоя протона W0 1»  ГэВ . В этом слу-
чае Wkў » Ч5 103  ГэВ  — мы получили колоссальный «выигрыш» 
в энергии! Это метод встречных пучков, применяемый в совре-
менных ускорителях.
Задача 2.27. В лабораторной системе отсчета релятивистская 
частица распалась на два γ-фотона 
с энергиями e e1 2 и .  Найти их угол 
разлета θ.
Решение. Свяжем с частицей 
систему отсчета ўK . В ней энер-
гия частицы определяется энер-
гией покоя, и равна ў =W mc2 , 
а импульс ў =p 0 . После распада 
рассмотрим процесс в лаборатор-
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Используя инвариант (2.28), полученный в задаче 2.19, 
и применив соотношения p c p c1 1 2 2= =e e/ , / и , получим 
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Задача 2.28. Оценить пороговую энергию e  фотона, необ-
ходимую для рождения электрон-позитронной пары, в присут-
ствии покоящегося ядра массы M.
Решение. Для справки, пороговая энергия — это минималь-
ная энергия, необходимая для протекания реакции.
Пусть K - — лабораторная система отсчета, в которой поко-
ится ядро. Первоначальная энергия системы «фотон — ядро» 
в K-системе 
 W Mc= +e 2,  
а импульс p c= e / .  
Опишем рожденную электрон-позитронную пару в поле ядра 
в системе их центра масс (C -— системе отсчета):
 ў = +( ) + ў ў =W M m c W pk2 02 S S, ,      
где m - — масса электрона (у позитрона масса такая же), 
W kS ў -— сумма кинетических энергий частиц в системе центра масс.
Используя инвариант (3), полученный в задаче 2.19, получим 
 e e+( ) - = +( ) + ў( )Mc M m c W k2 2 2 22 S .  
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Описанное здесь явление наблюдается при взаимодей-
ствии жесткого излучения с веществом, при котором возмож-
но рождение пары электрон-позитрон в присутствии атомно-
го ядра. Для рождения этой пары необходим фотон, энергия 
которого e  2 1 022mc = ,  МэВ  (длина волны такого излучения 
l 1 2 10 12, Ч -  м ). Пара рождается при поглощении фотона ядром. 
А какова же роль ядра в этом процессе? Чтобы ответить на этот 
вопрос, оценим возможность рождения такой пары в вакууме.
По закону сохранения импульса 
 p p p= + Ј +1 2 1 2, ,     p p p  
и по закону сохранения энергии 
 
e = +
= + + +
+
W W












Мы получили два неравенства, взаимоисключающих друг 
друга, из чего следует, что рождение пары электрон-позитрон 
в вакууме невозможно. Все меняется, если рождение происхо-
дит в поле массивного ядра. Поглощая фотон, ядро забирает 
у него избыток импульса, практически не меняя энергетиче-
ский баланс. Рождение пары становится возможным.
Электрон-позитронная пара может родиться и в отсутствие 
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